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研究 流 形 的 热 核对 于 了 解 流 形 的 几何 与 分 析 性 质 都 十 分 
有 用 ,众所周知 ,把 热 核 关于 时 间 变 量 + 积 分 即 可 得 到 流 形 的 
Green 函数 ,而 Green 函数 又 是 在 流 形 上 做 分 析 的 重要 工具 - 
对 于 乘积 流 形 而 言 , 其 热 核 就 等 于 各 个 因子 流 形 热 核 的 积 , 但 
对 于 Green 函数 来 说 ， 积 流 形 的 Green 函数 却 没有 如 此 简单 
明了 的 关系 .因此 有 时 显 式 求 出 某 些 流 形 的 Green 函数 就 很 
困难 ， 但 车 能 写 出 其 热 校 ， 那 么 再 求 Green 函 激 就 是 件 极 简 
单 的 事情 了 ， 例 如 ， 直 接 要 写 出 C* 中 单位 多 国 盘 的 Greenif 
数 是 比较 困难 的 ， 若 先 求 出 C' 中 单位 回 盘 的 热 核 ， 再 利用 热 
核 的 积 性 质 求 出 单位 多 图 盘 的 热 核 ， 然 后 对 时 35 А 
DEAS I i Green ает, 

对 于 欧 氏 空间 R" 中 通常 的 Laplace 算 子 A 以 及 它 的 谱 理 
论 ， 已 有 大 量 丰 富 的 结果 ， 而 且 也 比较 完善 ARAN di 
大 程度 上 在 于 R" 中 许多 公式 有 显 式 表达 ， 

如 ,由 A= S) „© ERRIRE ho CIRH 

| 


SSE = Au, > О Hla z, ОПТ 

Bram Veexp ( - LL) п. АЛИЕН 

发 ， 我 们 就 可 以 很 容易 得 出 热 半 群 的 许多 性 质 ， 诸 如 w(x) 
. 1 . 


= (CODGO)XTI€R' Я C" УШ» URTIA 


Пета. < апо", 


等 等 . 
РАЯ] Ji, К^ 的 热 核 显 式 表达 式 对 于 研究 R" 的 谱 性 质 和 
分 析 性 质 都 是 很 重要 的 . 


对 于 一 般 的 Riemann ЗЕМ, Е Lj Laplace—Beltrami 
算 子 A ИНИН ЕАР. 车 流 形 为 完备 的 Rie- 
mann 流 形 ， 则 A 又 是 自 伴 的 . 自然 我 们 就 可 以 讨论 它 相 对 应 
的 热 方 程 。 习 知 ，Riemann 流 形 上 的 热 方程 是 微分 几何 中 的 
重要 课题 之 一 ， 它 与 调和 分 析 、 特 征 值 问 题 以 及 不 变 微 分 算 
子 理论 都 有 着 十 分 密切 的 联系 ， 我 们 把 Laplace-Beltrami 算 
子 A 对 应 的 热 方 程 的 基本 解 称 为 该 流 形 的 热 核 , 记 之 为 Hjl*， 
9,2), z, УСМ, ztER+， 从 流 形 的 热 核 H, G, y, D H, R 
们 可 以 定义 流 形 М 上 许多 分 析 对 象 ， 比 如 Poisson 核 


Розо је ЕН, (=, у, — er 


等 ， 使 得 R* 上 的 调和 分 析 的 经 典 理论 的 许多 结果 均 可 搬 到 完 
备 Riemann 流 形 上 去 ， 这 方面 结果 可 参见 [31]、[557]、[59] 
等 . 

流 形 的 热 核 最 重要 的 意义 在 于 它 "—— 2$ 
何 及 其 拓扑 性 质 联 系 起 米 . 从 热 核 的 表达 式 出 发 ， 人 们 力图 
得 到 当时 间 变 量 赵 于 0 时 ， 算 子 A 局 部 迹 的 渐 近 展开 式 。 册 
于 渐 近 霸 开 式 的 系数 具有 明显 的 几何 意义 ， 所 以 通过 热 核 自 
然 地 把 A 的 谱 与 流 形 的 几何 性 质 联系 起 来 . 

设 MM 尖 紧 致 的 完备 Riemann 流 形 ，A 为 作用 在 函数 上 的 
Laplace-Beltrami 算 子 。 则 A 具有 离散 谱 
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0 <А.<::.<^,„<.... 
我 们 有 | Trace e'^ = Se-^! 
3527 ори, ЗЕН. 
Trace e's = | H(x,x,1) dv (x), ` 
M 


其 中 dv 为 M 的 体积 元 素 . 
Minashisundaran SSD TE HH T, г» 0 +i, H(x.x,0 的 
ЕЕ РАДЕ, 


Ня, я, = ( 云 J^ 2, cor , (1) 


eor 4л? 120 
而 且 co= 1 .所 以 作用 在 函数 上 的 热 算 子 有 渐 近 展开 式 
Trace e'^- Ses = | H(x,x, БҮЛ, (х) 


了 = 了 


Ze)" Eve a^ 
3+ Не, = vol(M) 为 M 的 体积 。 由 此 可 见 M 的 谱 完 全 决定 了 M 
的 维 数 与 体积 .同样 аә 中 其 它 各 项 系数 cy 亦 有 其 几 何 音 
X. 研究 比较 其 它 项 系数 对 于 更 深入 了 解 流 形 的 几何 性 质 是 
很 有 帮助 的 . 需要 指出 的 是 流 形 的 庶 并 不 能 完全 决定 该 流 形 
的 几何 ， 请 参见 M. Касі). 
Gaffney 在 文 [143 中 ， 把 渐 近 展开 式 O 推广 到 作用 
在 微分 形式 上 的 Laplace 算 子 上 去 ， 稍 后 ，Mckean 和 Singer 
па 又 把 渐 近 展开 式 〈1 ) 推广 到 可 定向 紧 带 边 Riemann 流 
形 上 满足 Dirichlet 或 者 Neumann 边 值 条 件 的 微分 形式 上. 
Greiner 和 Seeley 9120. УЕ ВНИИ 
圆 边 值 问题 上 .在 这 些 推广 后 的 渐 近 展开 式 中 ,其 各 项 系数 包 
+ 3 ` 


含 了 更 加 丰富 的 几何 信息 . 
例如 ，Meckean #1 Ѕіпрег Е В 7, Gaffney 0ЈЕ 5 
热 核 的 展开 式 


Hr, x,7) ой PU (aQy(p,x) +14, (p, x) +e} D 


H, а, (р, х) AHRR b 3E bas АЖ S ND = X 
(OUT pP. 1МӘ Ж) . 同时 他 们 还 证 明了 :， 对 于 展 式 
Trace ##®=т7"* { a (p) + ta, (p) 
+a, (р) +}, (8) 
UE 8g Ещет Е РА рее а, р, (р) 的 交替 和 ， 
BU 
ХМ) = P 1)ға,. (р). 


另外 ，Gilkey 和 Patodi 分 别 独立 地 利用 计算 2 < 0) 
《对 于 p= 0，1 ，…，z? 的 渐 近 展开 式 中 的 #，7j 适 0) 的 系 
数 的 某 种 组 合 ， 证 明了 对 应 于 《所 有 0 万 ?万 w) р-# 式 的 谱 
决定 了 Chern-Gauss-Bonnet зп ЕЕ ЭЖ, 12210291 从 
而 给 出 了 Chern-Gauss-Bonnet 公 式 的 一 个 新 证 明 . 

Patodit*41 利 用 计算 关于 0 -形式 的 、1 -形式 及 2 形式 
的 渐 近 展开 式 的 前 三 项 系数 ， 证 明了 ， 对 应 的 谱 决 定 了 流 形 
是 否 为 平坦 的 《有 常 纯 量 曲率 ， 有 党 截 曲率 ， 或 者 是 否 为 
了 Einstein 空间 等 ) .由 此 可 以 看 出 通过 微分 形式 热 核 更 密 Ш 
地 把 流 形 的 微分 形式 对 应 的 详 与 其 几何 拓扑 性 质 联 系 起 来 . 
因此 研究 流 形 的 热 核 与 微分 形式 涩 核 ， 特 别 是 显 式 表 达 出 它 ` 
们 是 很 有 意义 的 事情 . 

对 于 一 般 的 完备 Riemann 流 形 训 ， 加 .上 荣 种 限制 曲率 的 . 


» 4. 


条 件 (比如 Ric CM) 2-5, Ао). МЕВА, 8-Т. 
Yau 教 授 等 许多 作者 做 了 大 量 深入 的 研究 ， 给 出 了 热 核 的 比 
较 定理 及 热 核 的 各 种 估计 ,利用 这 些 估计 给 出 了 Green 函数 
的 上 、 下 界 估计 和 特征 值 的 一 些 估计 .这 方面 的 工作 可 参见 
丘成桐 和 及 . Schen 的 专著 0251. 

对 于 某 些 流 形 显 式 写 出 其 热 核 的 工作 始 于 陆 启 钵 教授 . 
他 利用 非常 技巧 性 的 方法 先后 显 式 给 由 了 单位 圆 盘 、C?* 中 多 
圆 盘 及 超 球 的 热 核 。 随 后 陆 启 悠 教授 和 渤 妆 教授 合作 显 式 构 
造 册 了 第 工 类 典型 域 R Gm,n) 的 热 核 . 在 陆 启 镍 教授 的 指 
导 和 影响 下 ， 一 些 作 者 开始 研究 对 称 空间 的 热 核 ， 并 且 显 式 
写 出 了 一 批 对 称 空间 的 热 核 只， 在 本 书 的 第 四 章 ， 作 者 显 式 
构造 出 了 酉 群 及 特殊 酉 群 的 热 核 。 作 为 热 核 的 应 用 、， 我 们 定 
出 了 酉 群 的 谱 。 

对 于 复 的 范畴 ， 人 们 有 兴趣 的 是 5-Laplace 算 子 口 CBD 
Neumann 算 子 ) 对 应 的 热 核 形式 ， 以 及 0;-Laplace 算 子 口 。 
对 应 的 热 核 形式 。 设 对 为 一 % 维 紧 Нетто, ЕН Ф, 
4) TES ЕЮ Neumann T 7j 

О, «= 00*+ 9*9. 
BTMERAED, ,为 二 阶 椭圆 微分 算 子 ， 所 以 热 方 程 


WERA k H, ZWD ， 其 中 互 为 上 的 光滑 地 依 
赖 于 上 ER* 的 两 阶 可 微分 的 《加 4》 形式 . 
MEH, (ZWD 的 局 部 迹 有 济 近 展开 式 


H ,,,Z,Z,D >; Gew, (4) 


t—0+ iz-—^ 


PatodiU" ЗН ЕЕ Е sN 
H, (2,2, ~ > С,'(шуг 
£70* зшщ 

的 系数 C (2) (і 0 )、， 从 而 证 明了 Ка ег 流 形 上 的 Hire— 
bruch-Riemann-Roch 定 理 ，Gilkey (1 通过 计算 类 于 热 核 的 
海 近 展开 式 中 的 第 二 项 系数 以 及 关于 Ho,1(2,2,t) 和 H,,,( Z, 
2,12) ПЕ CAO НАБОША, ШВУ П, О, 
По, ой RAE ТЕМЕ Kahler., РоппеПу (2% 和 
Gilkey EHT; МИРО ра С0<р+4<лб) 的 谱 决 定 
T M 是 否 全 纯 同 构 于 复 投影 空间 СР" (H Fubini-Study Ж 
量 〉.， 由 此 可 见 ， 热 核 和 (p49) 型 热 核 形 式 把 Neumann 算 子 
口 ,,s 的 谱 与 的 复 几何 联系 起 来 .研究 复 流 形 的 热 核 和 (p, 
4) 形式 热 核 对 了 解 复 流 形 的 几何 是 有 帮助 的 . 在 本 书 的 第 
五 章 ， 我 们 显 式 写 由 了 C* 中 复 超 球 的 (0,1) 型 热 核 形 X, 
进而 得 到 它 的 (0,1)~Green 形 式 。、 陆 启 键 教 授 通 过 复 超 球 
-的 《〈0,1)-Green 形 式 ， 给 出 了 复 超 球 上 5 方程 解 的 〈 不 变 度 
Ен) 积分 表示 .在 第 五 章 中 ， 我 们 还 显 式 写 出 了 Cn" 中 单 
ЖЕН (0,1) 形式 热 核 ， 从 而 得 到 (0,1)~Green 式 . 
ЕВ, АНТ Е LIDER ОКЕ 
Жо. НН Е, НИНЫ, ПЕ 
弱 拟 凸 域 。 因 此 我 们 所 给 的 积分 表示 在 多 复 变 中 是 有 意义 
的 。 在 本 书 的 最 后 一 章 ， 我 们 显 式 写 由 了 复 投影 空间 CPa 的 
(0,1》 形 式 热 核 及 (0,1)-Green 形 式 . 

ВЕЕР de iE T TRER, 

EHE УМЕН ОКаШе и}, H M RE A 
常 全 纯 截 曲率 ， 则 对 必 双 全 纯 同 构 于 下 列 流 形 之 一 ， 
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CD ЯК 2С"; 

(2) Е В" 

(3) 复 ? 维 投影 空间 CP". 
上 述 定理 的 确切 表达 见 第 二 章 ， | 

由 于 C"* 的 热 核 及 《0,1) 形式 热 核 的 平凡 性 ， 因 此 ER 
全 纯 同 构 意 义 下 ， 我 们 求 由 了 * 维 单 连通 、 常 全 纯 截 曲 率 的 
完备 Kahler 流 形 的 (0,1)〉 形 式 热 核 . 

дь-Гарасе 算 子 [ J, 对 应 的 热 方 程 以 及 它 的 热 核 形式 与 
Cr 中 的 报 凸 域 的 几何 性 质 及 C-R (Cauchy-Riemann) 流 形 
有 着 十 分 密切 的 关系 。 WFO = дь^д›» + 953s* 在 一 般 情况 下 
其 至 不 是 次 椭圆 《subelliptic》 的 ， 因 此 热 方 程 

Oep = T. 


的 研究 自然 会 更 困难 . М. К. Stanton ШО, S, Tartakoft 
在 这 个 方向 有 许多 研究 ， 详 细 可 参见 他 们 的 文章 [61]、[62]、 
[63] 等 . | 

另外 一 个 有 意义 的 问题 是 向 量 从 上 Laplace 算 子 的 热 方 
T£. 利用 它 可 以 证 明 指 标定 理 ， 

对 后 两 类 热 方 程 ， 本 书 不 做 介绍 . 有 兴趣 者 可 参见 有 有关 
文献 . | 

本 书 分 为 两 部 分 ， 第 一 部 分 包括 前 两 章 ， 为 预备 知识 部 
分 .第 二 部 分 包含 后 五 章 ， 是 本 书 的 主要 部 分 ， 它 主要 取材 
于 作者 的 博士 论文 . 


#— ë Riemann 几何 初步 


我 们 假定 读者 已 了 解 微 分 流 形 的 基本 概念 , 诸如 切 空间 、 
疝 量 场 、 外 微分 形式 等 ， 在 本 章 中 ， 我 们 简要 介绍 Riemann 
几何 的 基本 常识 ,以 便 为 后 面 讨论 提供 基础 , 并 为 复 流 形 的 几 
何 研究 提供 一 些 背 景 知识 . 

本 章 及 以 后 各 章 所 论 及 的 微分 流 形 均 为 仿 紧 的 C” 微分 
流 形 。 今 后 一 般 不 再 特别 注 明 这 条 . | 


$1.1 联 络 


对 于 п 维 微分 流 形 M， 我 们 用 C"(M) 记 M 上 所 有 СТР 
ZIRA, HAME M 上 C- 向 量 场 的 集合 . БЕС” 
数 环 C"(M) 上 的 模 ， 所 谓 联结， 就 是 使 我 们 能 够 对 流 形 上 向 . 
量 场 进行 “微分 ?的 一 种 手段 .我们 欲 在 流 形 上 做 分 析 和 研究 
其 微分 几何 ， 微 分 技术 自然 成 为 最 重要 的 概念 之 一 . 

定义 1 MM 上 的 联络 是 一 个 微分 算 子 

У. ZCM) x 2(M) 2M) 
(X, Yyo5v,Y 
使 得 对 于 任何 关 ，Y，ZE ЗАМ», f, ECM), d 
(V) VizrvorZ = ÍN ,,Z + gVr Z, 
(Və VxfY S (XDY +f#v,Y. 
VIY 称 为 了 关于 把 的 协 变 导 数 ， 或 共 变 导 数 ， 
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УТ M BU ЖИЗНИ, ES V ЛЕ НО 上 的 一 
个 联络 VU, ВИ, x!, o, м} M BJ АЕ WR, ИГ 
程 . 


Уз (®)- Ti x: | (1.1) 


PT 
定义 了 U EB ns ЛС“ ГЬ, "EH U Ен ВЖ 
Ж. У, yl, so, y") 天 的 另 一 局 部 坐标 系 ， 又 有 


д д 
(ar) ШЕ; (1.2) 
定义 了 YV 上 上 的 联络 系数 T #JB ЖР СУ ОЯН СУ), UNF 
+ 28, i 通过 简单 计算 得 
_ Jx’ EL ‚ду” У) д? хі „ду 


ap = — Гы 
D" Pl ду° ду? дх* + &1ду' ду? 0x! 
(1.3) 


在 (1.1) 及 (1.2)? 由 我 们 使 用 了 和 号 的 省 梧 . 

另 一 方面 ， 若 已 给 M 的 一 个 局 部 坐标 邻 域 的 开 履 盖 及 
在 每 个 坐标 邻 域 中 有 后 个 C” 函数 DN, ЧЕН АТН 
交 的 坐标 邻 域 中 ， 关 系 式 (1.3) 成 立 ， 则 由 (1.1) 可 定义 
Vt. qu =гһ ATES U ао ве у, 再 由 关 
系 式 (1.3) 知 : 在 UNV 如 上 有 V"=V . 故 由 它们 唯一 确 
定 一 M 上 的 联络 ， 确 切 地 说 是 切 从 TM 上 的 联络 . 这 就 是 
经 典 微分 几何 中 定义 联络 的 方法 , 它 与 定义 1 是 完全 等 价 的 . 

关于 向 量 场 的 联络 自然 可 以 推广 到 张 量 场 ， 例如， 对 于 
一 阶 微分 形式 @， 我 们 视 之 为 (М) 的 对 偶 空间 BZ*(M) 由 
的 元 素 ， 则 可 定义 Vio 如 下 ， 


» DO， 


(V,9)(Y) = Xo(Y) - o(V,Y), X, Y C€ 2(M). 
一 般 地 ， 我 们 有 如 下 定义 
定义 2 жул М ЕН, X, YC 2(M). 


(1) # їєС“(М), ij vf Xf, (1.4) 
(2) жо 7M Ета, BJ 
(Vzo)Y= Xo(Y) - o(V,Y). | (1. 5) 
(3) #5, TS M 上 的 两 个 张 量 场 ， 则 
Ух($@Т)==(ү,5)@Т +5 ,Т, (1.6) 


由 定义 2 ， 我 们 就 可 以 顺 次 定义 (т=з) 阶 张 量 场 的 协 变 
导数 了 ， 
有 了 联络 ， 我 们 就 可 以 定义 挠 率 张 量 工 和 曲率 张 量 К, 
_ ТО, Y)= VxY - vyX - LX, Y], (1.7) 
R(X, У) = VxVr ~ VIVi — Vix»ri, (1. 8) 
其 中 [ ，] 为 Poisson ўд 9, Ep 
[X，Y] = XY -Y X, 
ZEWEuET 5 R ЗА С", E 
T(fX, gY) = fgaT (X, Y), (1. 9) 
R(fX, gY)hZ = fehR(Y, Y, 2), (1.10) 
Mf, g, hCC"(M), X, Y, ZEJM), 
曲率 刻 划 了 协 变 导数 交换 次 序 的 差 。 为 说 明 这 点 ， 我 们 
考查 下 面 简单 例子 . 
取 点 pe M НИ — Pg ab (00,06, x"). XZ V = 


оО ( 邻 后 我 们 均 使 用 和 号 的 省 略为 点 附近 的 向 量 场 . 记 


бару: 
527 дх 
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本 为 | i| 0, 1-1, vn KRIE 


9=$ да} EE EZ: 
-R(S. 9\, 9 _ „рад 983 
Ors дх+] Әх? Ox» Qx! }дх* 
= RL, a - Ris x 
HE 
E = -v'Ri;,, 


《1. 11) 式 通常 称 为 Ricci АЗ. 


91.2 结构 方程 


(1.11) 


B M 的 一 个 局 部 坐标 系 {D; x1, әз xd, s, XQ) 
为 一 组 标 架 场 ， BJ X,G = 1,9,9) 3) 0 上 的 向 量 场 且 X, s 
X, ЕЦ 上 线性 无 关 ， lol, +з, ФН 的 上 标 架 场 ， 


即 w'(X,)=6}, id 
Vx X, = Гё,Х, 
TX, X,)= T P, X, 
R(X; KDX = ВЕ,Х, 


oi = Tjo" 


其 中 1- 形式 oi BARAER. EENIA RAER, 


决定 了 联络 . - 
定理 1(E. Cartan 结构 方程 ) 


elle 


до‘ +} Ло: = IT hol Ло? (2.5) 
9 


(2.5) 


证 明 : АХ» X,]=C) X W TX, Xe (p= qg), 3% 
们 有 
do'(X,, X) toi Ло‘ (X, Ха) 


= 245,0" (X) - Хо (X) -о'Х, №} 
+ (о! ХФ (Хо -oi (Хдо! (Х,)} 


= -50r CDS 一 21% 


; 
而 ТО» Ху = Vz Xi- Vz X,- LX, XO 
= (Ty — Tot — Cs) Xs 
所 以 有 
[4o 4 o1 Ло (Х,,Хр = УТ. | (2.7) 
另 一 方面 ， 
rub o! Ao (X, ХО 


-LTLUDN 44д1=-=Т}. (2.8) 


由 (2.7) 式 与 (2.8) 式 ,我 们 就 证 明了 (2.5) 式 。 同 法 有 
[doi +0: /\Ф};10Х,, XO 
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= 2000) (Хо - X401 (Ху ~ o1(X,,X,) 
oto (X) — o1(X005(X) 
= {XT =X, Di,- Di Cht Dji Di- Pt Dh}. 


(2.9) 
(2. 0 SUE ALIE HE (Хр, X 上 得 到 


Rae A o^(X,, X D 


(Río (KX) OI (X) - Río" (Xo (X55) 


(Ri, 一 К}. >} = no › | ` (2.10) 


R(X, Xe) Xi = ВХ 

= (Vzp ха 7 МхеУх»ә^ Уч»? ro) Ху 

= [Va LXD - Уи (D$ X0 С, Ti X) 

= (ХГХ, + ГАГА X, - (XT - TH TEX 
= Ch Ti X, 

= (Xp Pi) Xit Pial aKa QX PX - Pri Tax, 
- CIS, 


于 是 
Ripa ОГ — Г) - ГС + Ti, 

- Гаги}. (2.11) 

#1 (2.9). (2.10) № (2.11) 这 三 式 即 得 (2.6) 式 。 这样 就 完成 
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ТЖЕ]. | | 
结构 方程 在 微分 几何 中 是 个 很 有 用 的 工具 ， 作 为 结构 方 
程 的 具体 运用 ,我 们 证 明 一 个 所 谓 Bianchi BER, 
ii Qi = Кв” ЛФ“, ШЖ 
09: = ОЛ о o, AS. | (2.12% 
(2.12) 3528 — Bianchi EZA. 
WEBB. НМ (2.6) 


40! = 一 os Ao + 


ВАЛ, Я 
$ dQi--oi^otAo! +05 Лаз 


чо Ле Not- орд: 


= 20; Ло 05 Л, 


Юю 


ИП Bianchi BẸR (2.12), 
$1.3. Riemann 联络 


C* 微分 流 形 妇 上 如 果 存 在 一 个 对 称 且 正定 的 (0 , 2 ) 型 
张 量 场 8 , 即 I 
(1) #(Х,У) = g(Y.20, X,YC M), 


.14 ° 


(2) &(Х,Х) 20; &(Х,Х) = 0 <@X= 0, 
JU TR СМ, g) 7j Riemann WE. £ 称 为 好 的 度量 张 量 . 在 局 部 
Аат, ,x"} 下 ，& 可 表示 为 

g= g dx: QQ xs, 
在 不 引起 混乱 的 情况 下 ,我 们 习惯 上 把 8 写 为 
di? = g,,d xidx!, 

利用 单位 分 解 定 理 不 难 证 明 ， 一 般 微分 流 形 上 都 存在 
Riemann 度量 .同样 也 可 利用 Whitney fg A CERO ZEE М 
可 看 成 为 R"(m 之 24+1) 的 误 入 子 流 形 . 我们 把 R" 上 的 欧 氏 
度量 拉 回 (pull-back) 即 得 M 上 一 个 Riemann 度量 ,关于 
Whitney RA Cn] Ze ze) E нг ИЕН ЛИ 
学 及 其 在 物理 学 中 的 应 用 》( 科 学 出 版 社 , 1982) — 89 P214 
—P223. 

定义 1 设 (M,8) 为 一 Riemann #3, М 上 的 联络 V 称 
为 Riemann 联络 ,如 果 它 还 满足 

(1) Б, ВТО, у) = VxY -VX- LX, Y] 0; 

(2) 与 Riemann 度量 相 容 , 即 

XQ ,2) = (,Y,Z) +<У,у,2). 

НК, DERART в КИА, ВКХ, У) = (Х,У), 

Riemann В: Ш Ш Levi-Civita 联络 或 度量 联络 . 

定理 1 (Riemann 几何 基本 定理 ) Riemann 流 形 (M , 8) 
上 存 往 唯一 Riemann 联络 . 

证 明 ， 

(唯一 性 ) 设 为 CM,g) 上 的 Riemann 联络 , 则 VY X,Y,Z 
EZM); Æ ‚ 

X(Y,2) = (y ,Y.Z) +(Ү,у,2), - (8.1) 
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Y(Z,X) = (v,Z,Y) + (Z,v,2), (3.2) 
Z(X,Y) = (V,X, Y) + (X, VoY). (3.3) 
‹3.1) + (3.2) ~ (3.3) 得 
Х(Ү,2у+У(7,Ху-7(Х,Ү) 
= {УУ,,2) +‹У,[Х,21]) 
+ <ГУ,21,Х) + (Z,v ,Yy+(Z,[Y,X1, 
2(y,Y,Z) = X(Y,Z) +Y(Z,Xy - Z(X,Y; 
- Q,LY, 21)» - (Х,[Ү,2]) ~ (2,LY, Xp. (3.4) 
由 于 (3.,4) 式 对 任何 ZE 多 (MD) 成 立 , 故 (3.4) 式 及 度量 8 唯一 
确定 了 VzxY CIM), FM, g) E Riemann 联络 唯一 . 
| ОРЕН) ”我 们 用 公式 (3.4) 来 定义 VxY. H TZ fE 
意 选 取 , 通过 (3.4) 作 简单 计算 知 V 满足 联络 的 两 个 条 件 , PU 
在 仅 需 验证 У ZR2y Riemann 联络 . 由 (3.4) 式 
2(V,Y - V,X - [X,Y1,2) 
-(X(Y,Z) -Y(Z,X) - ZUX,Y) - (У, [Х, 71) 
- (X,[Y,Z]) - (2,[Ү,Х1)}- (Y(X, 2) 
+ XOZ,Y) - Z(Y, X) - (X,IY,Z3) - ¿Y , [X, 21) 
-OO,DX,YD)-2((X,Y,3, 2) = 0. 
BIT(X,Y)-v,Y-Vv,X-UX,Y]1- 0. 
А, 
2(V,X, Y) +2(\,У,2) 
-(Z(X,Y) + X(Y,Z) - Y(Z, X» - (X,[Z,YJ) 
- <2,[Х,У1) - ¿Y ,[X,ZJy) + (Z(Q', X) 
+Ү(Х,2) - XCZ,Y) - (Y, [Z, XD 
- (2,[Ү,2]) - (X, [LY,2])} 
-22(X,Y). 
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所 以 V 亦 为 Riemann 联络 .定理 证 毕 . 


$1.4 测 地 线 与 正规 坐标 系 


W (M, g) A п ££ Riemann #6, VM E. ij Riemann: 
联络 . 对 上 的 曲线 (参数 化 ) 是 一 个 光 请 映射 7: (а, М. 
”上 沿 曲 线 》 的 向 量 场 卫 是 个 映射 ， 它 对 每 个 rzE (а, В 
定 一 个 切 向 量 v, ETyw(M).， 曲线 7 在 点 y(?) 的 切 向 量 定义 


у' (0 = а) ue . 2 ET, M), 


жр gemi 维 流 形 (o，5) 上 的 标准 向 量 场 ， 而 在 局 部 华 标 


(x, +з, хүн, y G)65 STR 2g Ох! G), e, XI), 
定义 1 Anim y 的 向 量 场 了 满足 Vy*7 = 0, ГТА = 
њу ”是 平行 的 . 
& Е.И у ЖОРТ, Ml 
L. 9 _4хі dy ð 5. r3 = 
Ves (7 T) as н " is) 
"n 


E] dxi . 
I e Dj GO) = 0, i=l, =, n (4.1) 


这 是 一 个 一 阶 常 微分 方程 组 ， 由 解 的 存在 唯一 性 定理 知 : 对 
于 固定 的 曲线 y()， 沿 7 平行 的 向 量 场 U0) 由 其 初 值 V0》 
в. VG) 称 为 向 量 VO0) 沿 平行 移动 的 结果 . 
特别 车 у OURE y’ E y Ef, HD 
• 17 。 


. Vy'y’ = 0, (4.2) 
МНН y ХМ ЕК. 
TE G. D НЕ = GO) ^, НЗ HA HTE 


Фе pis qni E e, рш, п 
de 2° di а c7 07 707 


| s. _ (4.3) 
这 是 一 个 二 阶 常 微分 方程 组 . ` 
命题 1 Шу. (а, DM, CA # 2⁄ z AS p. BRL 
长 :的 线性 函数 ， 而 且 ! SEES TRO H DOS z GO] = 1. 
证 明 。 由 于 
y! Q', pAV y!) c 6y', Vey’) = 0, 
所 以 y ЙЛ у” 的 长 度 
у |= у”, у”) 
沿 测 地 线 ?为 常数 ， 引进? BUSQUE 
sO = Ê lde e l^ + Ж Ж. 


+ 
2 


命题 证 毕 . 

3e (138 8838 [y^ е 1 的 测 地 线 称 为 规范 测 地 线 . 

引 理 ] ”对 于 PCM, 存在 p 的 一 个 邻 域 U 及 一 正 数 
s， 使 得 对 于 任何 p CU REA vCT,OD, lel = (о, о) < 
#， 存 在 唯一 的 一 条 测 地 线 y,，( 一 2，2) 一 M， 满 足 

уь(0)=Р 及 p0) =>. 

证 明 ， 考 虑 测 地 线 的 微分 方程 组 (4.3)， 根据 常 微分 方 
程 组 的 理论 知 ， 存 在 po 的 一 个 邻 域 忆 和 两 个 正 数 e er 使 
得 对 于 任何 pEV Яп ”ЄТЬ(М), ||, НЕЮ 
a | 
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ca (-2а., 28,)> М, 
并 满足 初始 条 件 
с„(0) = p, с,’ (0) = v. 
ХАТЕ eee ДЕР <s, REX 
yo (72, 2)—> M 
Ic, (ё). 
AW y» (0) = c (0) =P, 
y GQ) = EC” pja, (03D, 


у.) = е, LE €? ора, (0) = Po。 Z =v. 
£3 


引 理 得 证 . 
对 于 vET,(M)， 车 存在 一 条 沈 地 线 7y，[L0，1]->M, 使 
得 
у(0) =p, у'(0)=?, 
我 们 记 yO = ехр,(0), 这 样 就 得 到 一 个 映射 exp, ， 称 之 
为 p 点 的 指数 映射 . 
由 引 理 1 知道 , 车 ell 充分 小 , 则 exp, (и) XE HAE RU, 25 
По EKE Pp GO 未 必 有 定义 ， 愉 要 它 有 定义 , 则 expp(2) 
总 是 唯一 的 . 
命题 2 РЕМ, FHT r ET, M) (比如 |2 | 充分 
小 ) ,exps(v) 有 意义 ， 则 exp, Q9) ,| 11<1 是 有 意义 的 , 而 且 
y G) = exp, Gv) Je 3l 8t 2 "E ve Wl Je AREE YO = py (0) =p. . 
uEBB. Хр = 
y(0) =p, у! (0) =, exzp,(0) = у)1). 
又 设 POD 为 测 地 线 ， 使 得 
70) = p, 7’ (0) = cz exp, C?) =? (1). 
^ 19 多 


FERR yC), 2 VE BEWEER, П. 
у (сг) 1-20 =ў(60) = P, 
у! (62) | 160 0. 
出 测 地 线 的 唯一 性 得 
P) =y 02, exp,C?) -P(D = усо). 
最 后 用 t 4536 с HUE yO = exp, Gu), 命题 2 证 毕 . 
RME TM= U т,‹м) 称 为 M 的 切 从 ， 它 是 最 直观 的 
一 种 向 量 从 . 设 吕 为 含 点 的 坐标 邻 域 ， 且 局 部 坐标 为 {*'， 


…，"}， 所 以 任何 上 的 向 量 场 均 可 与 为 E- RER. T 


是 {6} 就 为 TUCTM 上 的 局 部 坐标 . 
下 面 定 理 可 视 为 正规 坐标 系 的 存在 定理 . 
定理 ] 对 于 任意 点 EM， 存在 2 的 一 个 小 邻 域 玉 及 
8>0， 使 得 对 于 任何 4EM，。 指数 映射 сехр, 把 T,CM) 中 的 
开 球 


N,-(v € TQCMD | || e] 
VAT Ему — 1 7F U, E (a CU. 
证 明 : КРАЮ BE AER (Uim, 6, wth a Cp) 


==. РРО e= ë: (з=) ET,(M)， 则 满足 条 件 
р 


у (0) = p, у' (0) =v КАН у 在 局 部 坐标 {x ，…，*"} 中 
必 满 足下 面 初始 条 件 
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dix! k 
_ TQ жш. ах? 0 
dt? t 


1 
x1(0) = xi, TO = Фі 


设 甚 解 为 rí = fi G, у $5, 1 = lg п. 
Erfa, xi г 2E t= 0 点 进行 Taylor 展开 
х= f G, Хо, 2%) = +25" 一 r aa 


(4.5) 
E51% EAR p ЖИ X delle, А. 5) 式 定义 
的 函数 PG, xi, “中 的 上 可 定义 在 (- 2，2? 上 去 . 我 们 定 
义 映射 
(9, #)—exp,(0) . 
由 引 理 1 知 它 在 点 人 2，0) 的 某 个 邻 域 多 上 有 定义 县 可 微分 
ЕН Р, #— Mx М 
(4, #)i— (g, ехр,(0)) 
Rl +, у", у, +з, у" Охи Иер, 
у= у", 


у= 0, хі, ét satt- ETAGE = 


i= 1› UH. 
TERINA Р ЕЩ (0,00 К Jacobi 矩阵 J. 
2 ду 
Ј = = 
ду": Qyn*i Jl. d, 
Е >. -|®® EA le 0) | 


detJ 21, УРА Е EA 0) 非 奇异 ， 
据 反 函数 定理 ，F 把 (p.o0 МЕЛ 27 微分 癌 肛 地 
BE $t Ж] Ср, D ВОЗЕ Б (F (p, 0) = (b, exp, Q2) = (Р, 
Do. ЕР Ниле W U, EW x Wc РСЯ). 
事实 上 ， 由 引 理 1 知 & /可 选 为 . 
Z = { (9,0) ETM) | q€U:CU,s СТ, (M), 
. PIEGA 
U' 为 9 ЮЭ ELSE U' CU, EEEE 工 证 毕 . 
取 T, (af 的 一 组 单位 正 交 基 {e1，…,es}。 我 们 定义 映射 
ф: T ,(M)—>R" 
xte (xl, MT) 
BILT, (M) 5; В" 等 度 同 构 . 
定义 2 (U, фоехр. xy) 称 为 9 点 的 正规 坐标 系 . 
定理 2 在 点 P 的 正规 坐标 系 下 ,有 
(1) gi P) = б 
QD 过 Pp 点 的 测 地 线 方程 为 xau, 其 中 4 为 常数 
(3) Гу, Ф) =0. | 
ФЕВ. (OD 由 于 (e, en} AT, M УЕ, Pr 
以 zÀ (p) = <е»е,) = ду. 
(2) 由 53; 理 1 即 可 得 . 
(3) 将 *=a'z 代 入 测 地 线 方 程 (4.3)， 得 
Df, (0) а?а? = 0. 
H TE Riemann №2, Ги, = Pt, МАЯ Df,20, 2, ], К 
= 1,5,9. 定理 证 毕 ， 
测 地 线 是 Riemann 几何 中 十 分 重要 的 概念 , 与 之 密切 相 
连 的 内 容 很 多 。 例如 ， 第 一 及 第 二 变 分 公式 ， 共 轿 点 ， Ja- 
+22». 


tobi 场 ， 指 数 形 式 以 及 各 种 比较 定理 等 。 它 们 构成 Riemann 
几何 研究 的 重要 内 容 ， 限 于 篇 幅 ， 这 里 就 不 介绍 了 ， 有 兴趣 
的 读者 可 参阅 J]，Cheeger 41D, Ebin 的 专著 Le . 

最 后 我 们 简单 介绍 一 下 Riemann 度量 的 完备 性 , 以 结束 
本 节 . 在 讨论 测 地 线 和 指数 映射 时 ， 我 们 自然 会 遇 到 测 地 线 
能 否 无 限 延伸 的 问题 ， 即 ， 对 任意 测 地 线段 yo, Co.01— M, 
是 否 可 以 将 它 拓 广 为 一 个 测 地 线 ， RM, HE Y lai 
Yo. ' 

定义 3 Riemann 流 形 M,e) KAER, WREE 
何 测 地 线段 都 可 无 限 延 种 ， 

在 连通 Riemann 流 形 上 ， СВЕН у: Га, 51--М 
的 长 度 | 

Lo) = | lly’ cotes, 


对 于 M 上 任何 两 点 x* ，? ,定义 它们 间 的 距离 为 
Ч (а, у) =inf{L (у) | у(ау=х,у(фу=у}, 

其 下 确 界 是 在 所 有 连接 x 与 >》 的 分 段 光滑 曲线 所 成 的 集合 上 
取 的 ， 可 以 证 明 @ (М, dd) 构成 距离 空间 ， 

关于 完备 性 有 许多 等 价 刻 划 ， 我 们 有 下 面 定理 . 

定理 2 (Hopf-Rinow) 对 于 任何 Riemann 流 形 M, 
下 列 各 条 件 等 价 

D 1 是 完备 的 ; 

(2) 对 于 任何 点 PCM, JERRI ехр, 定义 在 整个 切 空 
JT, CM) Е, 

(3) MIRER SARE KEN 


Ф MEMBE ж Л), 北京 大 学 出 版 社 ,1989。 
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(4) M 中 任何 两 点 都 可 以 由 极 小 测 地 线 (满足 上 (y) = 
L (y (2) , у (6)] 的 测 地 线 ) 相 连 ; | 

(5》(M,4) 为 完备 距离 空间 . 

AE, D, Gromoll, W, Klingenberg 和 W. Meyer 
Ж 《Riemannsche Geometvie im GroBen»》P166 一 P168。 限 
于 篇 幅 这 里 就 不 证 明 这 个 定理 了 。 


$1.5 H 率 


现在 我 们 给 出 及 iemann 曲率 张 量 的 一 些 基本 事实 . 

EE HERE X, Y, 2, W, A 

(R) R(X,Y)+R(Y,X)=0; 

(Rs) R(X,Y)Z+ ROY,Z)X+ RCZ, X)Y = 0; 

(К) (RCX,YOZ,W») + (RCX,Y)W ,Z> =0; 

(R) .(ROX,Y0Z,W) = (R(Z,W)X,Y). 

VE BB, 

(CR,) 直 接 由 定义 可 得 、 

(R,) 只 要 证 明 等 式 在 M 中 任 一 点 乡 成 立即 可 . XX p 
附近 的 一 局 部 坐标 系 {x!:，…， x"}。 由 于 尺 是 CC(M) 多 线性 


» 5 29. _ 0 -ô > 
的 ,我 们 只 需 考虑 X= 2, Y= 2 Z= t. 


此 时 [X,Y] = [У,21=[Х,2]=0. XAA V М Riemann № 

络 ， 所 以 

VY = VrX, ViZ=VzX, VeY =Vr2. 

于 是 { 
ЕСХ,Ү)2+К(Ү,2)Х + RCZ, X)Y 
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= VIO Z) - 07,2) + ViCV2X) -Vz Vrd 
+ Va VY) — Vx(VzY) = 0. 
(R,) 由 于 (Rs,) 等 价 于 (R(X,Y)Z,2) = 0, Tfü 
(RCX,Y )Z, Z) 
= (VxVrZ,Z) - (VyVxZ,Z) 
=(X(VyZ,Z) - (VyZ, VxZ)) -(Y(VxZ,Z) 
~ (7:2, 4,2) ) 
= Х(у;2,2) -Y(V4xZ,Z) 


-lX(Y(,2))- IYOUZ, 2) 


N 


[X,Y](Z,Z) = 


s |= 


RO BZAR, RIA 
(RCX, Y)Z, W)  (RQ(Y ,Z) X,W) + (RCZ,20Y,W) 


=0, (5.1) 
(RCX,Y)W ,Z)  (RQY W)X,Z) + (ROV , XY ,Z) 
=0, (5.2) 
(RV ,Z) X,Y) + (R(X,W)Z,Y) + (R(Z, X)W ,Y) 
=0, (5.3) 
(RCZ,W)Y, X) + (ROY, Z)W,X) 4 RCW,Y)Z,X) 
=0. | (5.4) 


##5.1)-(5.2)+(5.3)+(5.4>, 然后 再 利用 (Ri) 及 (CR,) 得 
КО, + (ВСУ, X) = 0, 
Вр (RCX,Y)Z,W) = (RCZ,W)X,Y), 
定理 1 证 毕 ， 
”今后 记 ROX,Y,Z,W)- - (R(X,Y)Z,W). 
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设 {z1 zz 为 М 的 局 部 坐标 ， 记 
д д ð _ ps д 
a( "RE Еа = Riu г. 


我 们 将 度量 张 量 go 与 Rz. 加 以 缩 约 。 即 


К 为 一 个 4 防 协 变 张 量 ， 称 为 Riemann 曲率 张 量 . 于 是 我 
们 可 用 局 部 观点 将 定理 1 重新 表述 如 下 ， 

定理 |^ Riemann 曲率 张 量 有 下 列 性 质 

(R, ) К == Куль 

(R, > NES AES Валь = 0 

(В. ' ) Riu - Ryu 

(R> Күш = Кыз. 

定义 1 对 EM, 在 切 空间 T,(M) 中 任 取 过 原点 的 二 维 
PHE r, БН X,Y 张 成 ， н КЫ л ЖН Riemann £i 
曲率 定义 为 


(R(X,Y)Y, X; 
Х| ҮК ~ (X,Y)? 7 
可 以 直接 证 明 KORRAT m, ШЫ Х,У 的 选取 无 关 ， 特 
别 ， 如 果 取 Х,У 为 张 成 x 的 两 个 单位 正 交 向 量 ， 则 
K(x)= (RCX,YOY, X), 
XE Х,, e. XAT ав, 有 
К(Х,,Х,у= (R(X,, XO X,, X) = ipi. 
由 截 曲 率 还 可 以 GE HUS 常用 的 Ricci 曲率 与 纯 量 
曲率 . 
对 于 PEM 及 固定 的 X,Y ETM) ZERERA 
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Z—R(Z,X)Y, (T ODAT,OD) 
该 线性 变换 的 迹 记 为 

Ric(X,Y) = Tr(Z—R¿(Z, XY), 
它 不 依赖 于 了 ,(M) 基 的 选取 .取石 ,… X, 为 了 (MM) 的 一 组 
АЕ, HS X= X,,Y = X,, Wy I 


Ric(X,,X,) = №1 (R(X,, X,), X, X) = Кии = R,, 


f=1 
= У, Кии = Ric( X,,X,) = R,,. 
1 


Rice X, Ууу Ricci 曲率 张 量 ， 当 X=Y 为 单位 正 交 向 量 时 
称 为 Ricci 曲率 ， 它 与 截 曲 率 有 下 面 关 系 
RicCX,, X,) = У) Ran= У Вин. 


(这 是 因为 Куж = Ryu. 0), 

,上 式 表明 : Ricci RRi X, X )29 п-1 个 截 曲率 的 和 . 

定义 2 条 的 纯 量 曲率 定义 为 

р= > R, = D Rar 

它 是 М 上 的 函数 . 

定理 2 Riemann 流 形 M 在 点 2 的 曲率 张 量 由 在 谈 点 
的 所 有 二 维 切 子 空间 的 截面 曲率 唯一 确定 . 

证 明 ， 设 四 重 线性 函数 了 满足 Riemann 曲率 张 量 所 适 
合 的 所 有 条 件 , 并 且 对 任何 线性 无 关 的 切 向 量 X,Y ET,(M)， 
都 有 | 


ROX,Y,X,Y) _ Т‹Х,Ү,Х,Ү) 
_ RCX:Y:XY) _ _T(X,Y,X , 
IXY- (X,Y) ПХ - (Х,У)? 
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ЕП R(X,Y,X,Y)=T(X,Y,X,Y). © (5.5) 
我 们 要 证 明 对 于 任何 X,Y 了 ,Z,WET,(M)， 有 
R(OX,Y,Z,W)- T(X,Y,Z,W). (5, 6) 
实际 上 由 于 (R — T) ЕЕ ELS. RA AAH 
ERRUSIA R=T, RAWAT = 0 的 情形 即 可 ， 即 只 
须 证 明 R=0 就 够 了 ， 由 条 件 (5.5) 得 ， 对 于 任何 Z, Х.УЕ 
T M), 有 | . 
R(X - Z,Y, X Z,Y»)-0, | 
Il RCOX,Y,X,Y)+R(Z,Y,Z,Y)+R(X,Y,Z,Y) ` 
+R(Z,Y,X,Y)=0. 


因此 我 们 有 
RCX,Y,Z,Y)= 0. | (5.7) 
EG АН Y +W RAY, RME 
R(X,Y+W,Z,Y+W)=0. (5.8) 
将 (5.8) 式 展开 并 利用 (5. 7) 式 得 
R(X,Y,Z,W)+R(X,W,Z,Y)=0. (5.9) 
Bp R(X,Y,Z,W) = R(X,W,Y,Z). (5.10) 


于 是 由 Bianchi 恒等式 得 

ROX,Y,Z,W») - RÉOX,W,Y,Z) - R(X,Z,W,Y)=0. 
. | (5.11) 
把 (5. 10) 代 入 (5.11) 并 利用 Riemann 曲率 张 量 性 质 得 

3RC(OX,Y ,Z,W) = 0, 

定理 证 毕 . u 

从 该 定理 可 见 Riemann 截 曲 率 的 重要 性 . 

曲率 是 微分 几何 中 重要 概念 ， 它 给 出 了 “ 流 形 弯曲 ?一 个 
量度 的 刻 划 . 通过 对 曲率 的 研究 ,特别 是 通过 对 截 曲 率 、Ricci 
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曲率 及 纯 量 曲率 的 研究 ， 可 获得 流 形 的 拓扑 与 几何 性 质 的 不 
富 知 识 ， 有 兴趣 者 可 参见 有 关 专 著 和 文献 . 
在 本 节 最 后 ， 我 们 给 出 所 谓 的 Schur 定理 . 
定理 3( Schur) 设 在 连通 的 Riemann 流 形 M 上 的 任何 
一 点 bp， 其 截 旧 率 不 依赖 于 了 ,(M) 中 过 原点 的 二 维 平面 , Н. 
dimM= “>3， 那 么 截 曲率 在 整个 M 上 为 常数 . хи 
Ж НН, УЖИН, 
证 明 ， 取 点 附近 的 单位 正 交 标 架 场 (АХ, ,X") 及 其 
对 人 惕 的 上 标 架 场 {@!,…,w"}. 对 于 任何 切 向 量 关 = 8'X,Y = 
PX ET,(M) 所 决定 的 二 维 平 面 xz， 简单 计 算 后 得 
К(а)= —___Ёчыб met (5.12) 
ть ети 
其 中 Eu” (X,,X, )=ó, В: = (RCX »5 X,)X,, ху), H+ K 
(TV) 与 x 无 关 ， 为 仅 与 pf 有关 的 常数 ， 所 以 有 
К, = К(р)(б,,8,ь— бабу)» (5.13) 
Q! = Ріо Ло‘ = KO (6,0. — 6,8 „)Ф* A 0! 
= Кору! Aat = Кор) Ло = - 2К(р)о* Ло. 
(5.14) 


对 (5. 14) 式 两 边 求 外 微分 得 
а9* = —2[4К Ло! Aoi + Ка ^o! — at Ado]. 
根据 结构 方程 有 
dQi- -2(4K Ao! Ao + Ko! Aoi ^o! 
+K Ao; Aot]. (5,15› 
另外 ， 由 第 二 Bianchi BẸR. 
49: = B11AN - о AA; 
= КоЛ оло; + (2K)o t Aot Ло: 
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| =2K[ — aœ Ла Aoi — 1 AoAo]. (5.16). 
注意 到 о", от № p 点 附近 的 单位 正 交 上 标 架 场 ， 
0= Ухь(@", Q7) = (Vx,0',0) + (o, Vx,Q7) 
| = Piti’ 
Вр Ti = - Гі, 
因此 有 
oj = Г},ф*= -ri o= —@t. (5.17) 
将 (5.17) 代 入 (5.16) 式 得 
dQí-23K[o'Ao'Aoi-ct o1^Ao0' Ao]. (5.18) 
联合 (5.15) 式 与 (5.18) 式 得 
dK Ao Ao! = 0. (5.19) 
由 于 (5.19) 式 ,所 以 可 设 
4К= > 1,0. 


因为 23, ЕЖЕЛИ 1 <А, 有 

dK Ло Ло; = аК Ло: Ло = dK Ao Ло! = 0, 
Ни К, =0(1<7<и), НАК=0. 由 于 Mia. МИ K 
2 M 上 的 常数 .定理 证 毕 


$1.6 正规 标 架 场 


.在 Riemann 几 何 研 究 中 ,尤其 是 在 局 部 研究 中 ,选取 适当 
“好 ?的 局 部 坐标 系 或 局 部 标 架 场 对 于 简化 计算 和 澄清 问题 本 
质 有 很 大 的 作用 . 在 $1.4 中 ， 我 们 已 经 介绍 了 正规 坐标 系 . 
在 本 节 我 们 要 介绍 正规 标 架 场 . 

定义 ” 正 交 标 架 场 {X,,…,X。} 称 为 在 PEM 点 是 正规 
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0, ENER XoXo #\х(Х,)(р)=0, 

下 面 定理 是 说 正规 标 架 场 的 存在 性 ， 

定理 1 {ie |,e МГ, (МУ ТЕ Ж, ПРЕ up VLRETR 
成 在 点 Р 正规 的 标 架 场 . 

证 明 ， 我 们 要 构造 出 正 交 标 架 场 {VT,，,…,V，} 使 得 V,(P) 
=е,,1=1, 2,35 ELTE P HEW. ESOS. е} 
张 成 在 p 点 附近 正 交 的 标 架 场 {B， tts Е,}, EBE, p) =e (1 
<<"). 我 们 说 这 是 容易 办 到 的 . 比如 , 对 于 任何 erem 
2), ПАПА nE— QURE ZR у. 0D. EEY CO) = P. y" «COD 
=e, Ж е, yg рун E. 

Ж, Bde НЕЕ ЖЕНУ <<. $ 

Ё,=аЕ, i= 1,2,0, (6.1) 

STER ABBEAM = (cb 在 p 点 附近 为 正 交 方 阵 并 且 A(Pp)=1.. 

FAL АУ, „ә, V.) 仍 为 如 点 附近 的 正 交 标 架 场 ， 同 时 还 满足 
У (р) =е,(1=7=п). 

ӨК {Уз V.E РАМ, RTE a: 应 满足 什么 方 


Vi V = Хуа, (DF) 
š. k 
= УГ, E, Уа: (Е а" Е». 
` k,l k,l 
HF ai= 05, BEA Е V V = 0 等 价 于 

SEa} + Гіу) (р) =0. 

izi | 
注意 到 
Е (Е, Е, > = {У „8, E,) + (E,,V=E,> 

= Г?, tli-0, 
-31。 


4 Ва RBS ZE ECT C РЭ <<» ШВ, Ж Б НО, 
Bp В+ = – В,, Pnl,e,n, 
TE p Аир БАКА (xh, e ,x"*} 使 之 满足 


хр) = 0 | 
| д EE 
(p = Е (р) = є, 
дхї 


这 是 容易 办 到 的 ， 事实 上 ， 对 任 一 个 2 点 附近 的 局 部 坐标 系 
做 一 平移 及 一 线性 变换 即 可 ， $ . 
А(х) = = - У) в) (6.2) 


$21 
由 于 (6.2) 中 级 数 是 收敛 的 ， 故 4 Ее, ПЕЕ A 
所 求 . 
首先 Их) р 点 正 交 ， 这 是 因为 
AA” =ехр( — 2zt(B,+Bfr))=e=1, (B5 +B,=0) 
其 次 A(p)=exp(— У В,х(р))= 1, (xi(p))=0) 
最 后 ， 由 于 


(Е,А) = – В,, 


所 以 有 
Ey + Гр) 0. 
定理 1 所 求 的 (V, .V.b 可 以 由 (6.1) 式 而 得 到 ， 定 理 证 
毕 . | 
EEZP (ViVa) XE p ЕЯ, ЕЖЕ 


ЕН {Ф',--,о"} 亦 在 p REM. 
FX E, я Vr V, = ГАУ, 由 oV» = б}, 则 有 
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у Го (У, = V, ó: = 0, 
男 一 方面 ， 
У, Го “ТР, = (V, о (У) H wi Vo VL) 
| = (Vr 0 V.) + Г, 
所 以 有 V, ©? = - Го", BF ГА(ру= 0, 所 以 УФ) 
= 0. 
.另外 我 们 还 有 
EV,,V, 2) = CV,V,— уу, 0100р) = 0, 
最 后 我 们 利用 正规 坐标 系 和 正规 标 架 来 证 明 Bianchi f8 
等 式 | 
Ri, + RI,, ,+ Ri,i,1=0., (6. 3) 
证 明 ， 证 明 有 关 张 量 的 线性 等 式 , 只 须 对 任何 固定 点 , НХ 
шш WX PEM， 取 点 附近 的 正规 


坐标 系 {x!,…,x"} ， ШЕ aC e gar PEE p 点 的 正规 


标 架 场 . k= 9 一] LE {=}: 


ailp) = Pi (p)os = 0, (6.4) 
命 
Qj- К), дх ахі. (6.5) 
由 (2. 12) C6, 4008. | 
10:(р) = 0. ` (6.6) 


另 一 方面 ， 由 于 {xte Xn} 为 2 点 的 正规 坐标 系 ， 所 以 有 
d9:= dR: ах Лай 
= Юз, „4х“ Хах Ndri, (CHA DAOD-0) 
于 是 就 得 到 
е 33 е 


Rust Riu + Rasa 70. 
上 式 通常 称 为 第 二 Bianchi f$. (2, 12) 式 也 称 为 第 二 Bian- 
ci 恒等式， 它们 是 不 同 的 表述 形式 而 已 . 

X Riemann 联络 V， 因 为 V8 = 0, 所 以 在 求 协 变 导 数 
过 到 go 及 g* 时 ， 我 们 就 可 以 像 对 待 常数 那样 处理. 因此 
有 . 

(g;,R5, h.t (gi R5, At (gi, R5 T» 
= gi Rna R aret R? al = 0, 
EH К, лв + Rizana + Ross = 0. (6,7) 
(6.7) 式 与 (6. 3) 式 完全 等 价 ， 所 以 也 称 它 为 第 二 Bianchi fH 
等 式 . 作为 Bianchi 恒等式 的 应 用 ， 我 们 有 下 面 定 理 ， 

定理 2 5 MAn 维 连 通 Riemann 流 形 ， 其 Riemann 度 
量 张 量 和 Rici 曲率 张 量 分 别 为 g 和 Ric， 并 设 n 之 3。 如果 
A Ric-Ag, ЕНА М БАЕН К, ША 为 常数 . 

WEB]. HER РЕМ, 取 点 附近 的 局 部 坐标 系 (x. 
zs) | Riemann REESE E 29 

g= gridxidxi, 
曲率 张 量 的 分 量 | 
К. = „ЁЗ: . 
我 们 将 авт RG, DARLE 
(egt R.) СЕВЕК), + (gg! Rog), (70. 

(6,8) 

XE Z Ry Rj = – Ё, 及 g” Rin = Е, 7j Ricci H 

率 张 量 的 分 量 ， 据 假设 有 R i= Aga. 因此 有 

(51° ,),„— (Ag, g21),, — C Agia 8), 7 0. (6,9› 
Вр nÀ, 7 (A0,,, = CÀÓ,,),, = 0. 
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所 以 得 mM 

(25—-2)À,7-0. ` (6.10) 

由 于 对 连通 及 n3, ДЛЕ ТИ ЕН. НЫЕ. 

我 们 把 满足 条 件 Вас = hg (À A 9$ 380 К Riemann 流 形 
3⁄2 Einstein ji, 


$1.7 Weitzenbock 公式 


在 本 节 中 ， 我 们 要 介绍 Laplace 算 子 和 Weitzenbóck А 
K. 它们 在 整体 Riemann 几何 和 大 范围 分 析 的 研究 中 起 着 
重要 作用 . 

对 任何 РЕМ, ТЕР 点 附近 的 局 部 坐标 系 {x*!，…，x"} 
于 ， 切 空间 了 ,(M) 连 同 度量 


za = (эн, s) (7.1) 
成 为 欧 氏 空间 . 
T af) 的 对 假 空 间 72(M) 由 {dxzl，…，dx9} 张 成 ， 其 度 
量 为 
£g" = (dxt, dx’), ° (7.2) 
这 里 £"g,,- 0j, Bp (7 3X5 Gu) НЕЕ. 
利用 内 积 (7. 2)， 我 们 可 把 它 诱导 到 AL (М) = ATIUM) 
一 一 P 点 所 有 7 次 外 微分 形式 所 成 的 室 间 . 
设 
а = п алй Л Дак" € A; (M), 


| | 
B= 712], dn Ne /der G ALOD, 
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则 我 们 定义 a 与 6 在 2 点 的 内 积 为 


а, oj Xj au gres gite g, s, 
siana p, (7.3) 
T 
其 中 ILU PM 
可 以 看 出 。 (7. 3) 式 不 依赖 于 局 部 坐标 的 选取 
ap РЕМ 上 变动 时 ，(7. 3) 给 出 了 A (M) 上 一 个 度 
m, ЕН. 
以 后 我 们 假定 М 为 可 定向 Riemann 流 形 . HX M 的 一 个 
局 部 坐标 ， 则 а Л... Хах" 给 出 M — ЛЕН. 记 C= det 
(g), МУ Сак A... Adam 不 依赖 于 局 部 坐标 系 的 选取 
(要 证 明 它 只 须 做 变数 变换 即 可 ), 因而 它 在 М 上 是 整体 定义 
好 的 ， 我 们 把 它 称 为 体积 形式 ， 或 体积 元 素 ， 记 为 dM, 
下 面 我 们 给 出 Hodge 对 偶 算 子 * 的 定义 . 
定义 1 Hodge 对 偶 算 子 * 为 一 线性 算 子 
ж, A CCM) 477? (М), | 
Е (а, В)аМ=а/Л*В, а, ВЄЛ?(М). (7.4) 
* 算 子 有 如 下 简单 性 质 
(1) ж1=4М= у бам... dx", 
(2) **а= (1) ta, ac ACM); 
(3 aA*B-BAxa, а, BC A*CM), 
上 面 三 个 性 质 都 不 难 直 接 证 明 。 
HT * 算 子 的 定义 完全 是 局 部 的 ， 下 面 我 们 就 给 出 其 局 
部 表示 . ТЕ НА Q6. e, apr, а, ВЄ A?(M)， 
a- p teme А e Аах, 
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= LI AA ах?р. 
dg (7.4)= , | 


(В, а) = 5 B, 0779 М/С dx Are Лах" 


= Atas TB. zn A ... Аах‘? A жа. 
我 们 得 
жа = ур, == 
nece 5 Ту Ee 
f iadx A e A datat, (7.5) 


61-* = det бг ) 
Syn Ó2, --- да. 
下 面 我 们 给 出 As(M) 上 的 整体 内 积 ( x, BEL 4?(M) 
成 为 一 个 内 积 空间 . 


定义 2 .对 于 任何 w，P E 4?CM)，a 和 的 整体 内 积 定 
义 为 


其 中 


ta ys |. "T ам = | an p. 


(7. 6) 
”注意 上 面 定义 要 求 积 分 (7.6) 存 在 .因此 我 们 要 求 要 么 M 
紧 致 ， 要么 a 或 具有 紧 支 集 
容易 验证 内 积 ( ， ) 满 足 内 积 公 理 . 
有 了 内 积 ( ， )， 我 们 便 可 以 定义 外 微分 算 子 4 ШОНАШ 
AF, H 
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(4а, В) = (а,ӧВ), ac РСМ), ВЕ A» (M5, 
显然 5. ЛР Му- As (M). 
511 对 任何 acA M), 2: M 紧 致 或 a 有 紧 支 集 ， 
则 有 | [ 
да = <= 1"? аа. (7.7% 
证 明 ， 对 任何 PE AM), H Stokes 定理 


0 =Í dif ^*a) - | ав л “arf (— 1)? Лажа. 
Е ЕР У: 
сава) | dB Axa= (—1)?7* | В Ла+а 
м 7 


(=D DPD | BAe 

м 

0-09] Р Aw(G(wdsa)= CB, да), 
M 


所 以 有 ба = (—1)"?*1*д*а_^ 
引 理 1 证 毕 . 
定义 5 Hodge-Laplace 算 子 A 定义 为 A=di+6d. | 
如 果 a € AM) 满足 Ла= 0, 那么 我 们 把 а 称 为 调和 形 
A. M 上 的 所 有 之 阶 调和 形式 全 体 攀 成 一 个 向 量 空间 ， 记 
为 Hp(M). 
| ВЕНЕ > АННЫ ЕНИ Ж 
H*(M, R), Hodge 定理 说 H* (M, FO 与 H,CM) 同 构 ,我 们 
引述 Hodge 定理 如 下 . i 
HogdezEEB 设 M 为 紧 可 定向 Riemann # Ж, WE 
D H MAA RE SE 2 RT, 
(2) Н,МаАЕТР LIVER Н? (M, R). 
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(3) A? (M) = d A?! CH) COH» (Му@)6 И» (M), 

Hodge 定理 是 关于 Riemann 流 形 的 基本 定理 之 一 ， 此 
处 不 准备 讨论 其 证 明 ， 可 参见 [69]. 

定义 4 对 于 ES(M)， 我 们 定义 内 乘积 7(4) 为 

IX); АРАМ) — A? CM) 
ac1(X)a, 

А 1 (X)a(X,, e, Ар = аб, Xy +, X. 
其 中 Xi, t» X, 1€ Z(M), ‚ 

RERA E {Xa es Xa) 及 其 对 偶 上 标 架 场 
lo', e, о"), GET] AU ТАЕНЕ 

定理 1 ` 


d = ро‘ Луг, , (7.8) 


ov (7.9) 


证 明 ， 首 先 我 们 要 说 明 (7.8) 式 及 人 .9) 式 与 标 架 场 的 选 
取 无 关 ， 取 另 一 组 标 架 场 {了 I，…，Y。} 及 其 对 偶 的 上 标 架 场 
{ф!, e 9), 4 
Y,-aiX,  g'-bio, 
9'(Y) = ó;o*(alX,) = b1at = бї. 


于 是 
Xi Av. = о AVetX, 
4 1 £ sk 


= D(X tiaan Ух, 
RN: EE 
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= DOO ЛУль . 


同 法 可 验 (7.9) 式 与 标 架 场 的 选取 无 关 ， 另 外 由 于 线性 ,所 以 
关于 7.8) 和 (7,9) 式 只 需 对 单项 式 fo! A Ao ЗЕ BH Bp 
TJ. - 

ZQWEBH (7. 8) 式 ， 我 们 取 所 讨论 点 的 正规 坐标 (х, +, 
xn). fu X,- д | | 


дж 
在 所 讨论 点 有 


š З 。 
» e = dx', £ =], o NA, 


V.» o'- 0. 
oz 
所 以 在 所 讨论 点 有 
д Р 
270A V (fol A Л?) = Уо ло А--- Ло 


. 


=4} Ло! A-- Ao? = dCfo! A AP). 
这 样 就 证 明了 (7. 8) XX. 
为 证 明 (7.9) 式 ， 取 所 讨论 点 的 正规 标 架 场 UX... X 
及 其 对 偶 上 标 架 场 {ol，…，w"}. 在 所 讨论 点 有 Vro = 0, 
及 


- 9M уу Ч A Л) 
i . 
= – BHO (р Co! Л Ло?) 
j 
= — >] X, IX) Co! A- Ло?) 
3 
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4 


-EPH о. oA. 


kar 


A@* A Ло? 


= У(Х, рої A AO A Ao, 
E . 


ЖН ~ ?表示 去 掩 该 项 . 
另 一 方面 ， 有 
elfo A--- Ao?) 


= С prm mHadecfot! A «s op) 
= C _ 1)%2+п+1дж( фо А .. A Qo?) 
= С 1)" ОРТ e Ao 


L 


(0.10 


-C premis ГУ) алу Сое A «A a" | 


= DD? Хр’ Nor A m Aa” | 


= ( — pem S 一 1 2 71) p+) 4pm 
i 


xGOXf)o' А ADA Ло" | 
=E= DAMDA e AG A-- Ло", 
上 而 便 数 第 二 个 等 式 中 用 到 等 式 
*Eo2A Q?** A ДА @7] 


=(-1 +21. OA PA. Ло". 


t 
E 


而 且 所 有 “ 算 子 均 是 关于 定向 O'A--Ao"fS, md (7.90xX 


证 明 ， 故 定理 1 证 毕 ， 
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TERTE Weitzenbóck Дэ, Е 

定理 2 设 PEM, 取 在 Pp HIERIE ME RDX X2 
及 其 对 偶 上 标 架 场 {@ ,…, o"). 对 于 任意 aEArM)， 有 下 
PARREZ 

Aa- — Уу x xG — 之 © “АХ, )R(X, X, )a. 
= 1 
(1.110) 
《7.11) 式 通常 叫做 Weitzenbóck 公式 ,其 中 Yra = Vx, Vz;. 
` 证明， 由 公式 
d= Хо! Лу, ô = - ХКХ,)ух, 

及 IO yx, = Vxl CX,) 


得 dó-- 2,0 AV UC Vx] 
| =- >; e'AIKGCXGOVxVz. (7.12) 

t, j 

59—218 

ба= — SX) yx, D0 A Vx) 
; ; 
=- УХ) Vro Л Vz + о Л Vz; Vul 

„3 


= – DX Lo A Vx; Vx 
1j 


=- D Vaus + So AX VV. ` (7.13) 
1 и) 


《因为 IX Eo' ^ Vx; V x aJ 
= (Ха A Vr Va + Co 1) Pg AICX Vr Vz G) 
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由 (7.12) 及 (7.13) 即 得 Weitzenbóck 公式 (7.11)， 证 毕 . 
做 点 态 内 积 后 得 


(Аа, аў = – ( Suas a) _ Fla), (7.14) 


其 中 F(a) (a, Slo! AKX) ROG X pa}. 
| 64 

HF ô= ->ZI(X, V xo 

我 们 有 


(Уу ‚а) = - б(ҹа,а) - S Vrat. 
(Xv x x a a) - 
(7.15) 
Ф М 为 紧 致 无 边 流 形 ， 或 c 具有 紧 支 集 ， 把 (7?.15) КАЛ 
《7.14) 式 后 ， 两 边 在 M 上 积分 得 


(Aa, a) = У (ужа, уха) 
-(® >o: A XDR AXA) 
isj 


(7.16) 
Weitzenböck 公式 与 Bochner 技巧 结合 结 来 在 微分 几何 
研究 中 取得 了 丰富 结果 、 详 细 内 容 可 参见 [65j. 
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”第 二 章 Kahler 流 形 基础 


本 章 主 要 介绍 ihler 流 形 上 的 几何 与 分 析 基 础 .我们 
将 分 别 用 两 种 不 同 的 观点 , 即 Riemann 几何 观点 与 Hermite 
几何 观点 ， 讨 论 Kahler 流 形 的 几何 人 性质. 最 后 我 们 基本 上 
利用 局 部 观点 讨论 Kühler 流 形 上 的 分 析 ， 得 到 Neuman Ж 
子 的 局 部 表达 式 ， 这 个 公式 在 今 语 几 章 中 要 常用 到 . 

为 此 ， 我 们 首先 介绍 复 流 形 、 AREAS ЛАН АЈ Е 
本 概念 . 


п 
设 C 表示 复数 域 , Cr = C1 x Ct x х Суп SUUS 
间 . | 
定义 1 设 邓 为 具有 可 数 基 的 Hausdorff 空间 ，M 具有 
一 组 开 和 覆盖 (0,),.ь 其 中 任意 一 个 开 集 U, 都 与 Ca 中 某 一 
НИ, НХ 
pa Us— QU.) СС», 
&жїй КШ E WENU aUa p ED, RUNU SD, 
则 
Pe Pa's PalUaNU >p UNU, 
为 Cn 中 开 子 集 间 的 全 纯 映 射 ， 
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ik, 3 Dieudonne 定理 ，M 必 为 仿 紧 空间 . 我 们 把 (UD。， 
Фа) ЖЭ M 的 一 个 复 局 部 系 . ШФф.=(&, +, я") 称 为 复 
-局 部 坐标 ， 

复 流 形 的 例子 很 多 ， 我 们 这 里 仅 举 几 个 简单 例子 . 

#1 Ca 是 2 维 复 流 形 ， 它 的 任何 开 子 集 也 是 复 流 形 ， 

例 2 Riemann 面 为 一 维 复 流 形 . 

йз 复 射影 空间 СР 是 4 维 复 流 形 . 

事实 上 ，CP*= (0 {0})/ 一 ， 其 中 关系 “~” 如 下 定 
Xa ` 

(m, en znt1)— (221, +з, 1571) 
当 且 仅 当 有 非 零 复数 和 4， 使 得 
(zl, 2e, zl) Аил, +, ш"), (1. 1) 
显然 关系 “一 ”是 一 个 等 价 关 系 .〈C"… -~ {0})/ 一 中 元 素 记 为 
Гаї, e, аб], [zl，…， zn+1] ЖЖ СР» цар НОА АЁ 
fn. 

取 U,=([m, +, zs] | 2,20}, Дм СР" 的 一 
ХАБ, СР" 由 2+1 个 坐标 领域 U (1 «n 
Bu. 

在 U, М» 

zi gd +! 27+! 


+ = 
[zl， `... zn" des uu ч » 1, 


zi 
=ш[ё!, a., Et, en", ө, 2"+1]; 
其 中 £z xut, 1<j<n+1, Ped 
SUO, n, 6% ++, ET уж U 的 局 部 坐标 ， 而 
{ЕЯ U, Б C" ВИК. И, BY а ААДА Wo ec. 
ар, У 0,00, 9 B, Е 
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[me eue ki, j 
p-i/£,k-i 
它们 均 为 全 纯 的 。 所 以 我 们 给 出 了 СР" 的 复 结构 ，CPn 为 和 
维 复 流 形 . | 

注 ， 可 以 看 出 CP" 即 为 C"*! 中 的 所 有 过 原点 的 复 直 线 
全 体 组 成 的 空间 . | 

Ну M 可 自然 地 视 为 оп 维 实 微分 流 形 . 设 {2!,… 
х") р 的 复 局 部 坐标 系 , 记 zf=xf+V~1y!，1<j<n， 
Mart, z". yi, sy 中 为 作为 实 流 形 M 的 局 部 坐标 系 . 所 以 


д д 9 д 
———.'** 一 一 一 和 - $t y——— M iq У: их 
xi Mr" зуг . ду" 构成 在 点 Р 32) 0)2 [8] 


T,(M) 的 基底 .我 们 定义 一 个 线性 算 子 J 
J, TM)—>T,(M) 
Кола 
见 算 子 了 为 了 ， CM) 的 自 同 构 ， 并 且 J= 
我 们 把 切 空间 ТМ) (P CDI E EROS 
T (M) = C@T, М). 
依 线 性 方式 把 了 扩充 到 了 Tc2M 上 去 ， 仍 记 为 J， 即 
KV 4V/-1 W)-JV-4/ 1 JW, V, ИЄТ(М), 
' 在 ТМ НЕ хн, 
«L», TE(M)——>TS(M) 
Vtv -1 WV +V -1 W) 
=V -v~ 1 W, V, WET, (М). 
frit9uxs E p. JALAT. Bu 
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JX =X), ХЄТЕ(М), . 
线性 算 子 了 在 复线 性 空间 T8(M) 上 仍 为 自 同 构 , B. J: = 
14， 所 以 其 特征 值 为 V -1 和 -=-1 ,因此 我 们 就 把 T8 
(M) 分 解 成 了 的 特征 子 空间 的 直 和 ， 
TS(M =Ту*(М)®Т% (М), 
其 由 ТУМ = {И | JV=/—- 1V, УЕТКМ)} 
Ty«Mys (W | IW=-V- 1W, ЄТ (М)}. 
ТМ 中 元 素 称 为 (1，0) жена, TYM) 中 元 案 称 为 
(0，1) 型 切 向 量 . 显然 有 ТСМ) = Ту (М). 
在 复 局 部 坐标 系 {zl，…，2z?} 中 ， 我 们 有 
Ty°(M) = зрадо | 9 9 Р 


ERN 


TyM) = spene [5 x) 


事实 上 ， 显 然 有 


0 17 д — д 
一 -一 = 二 | 一 一 -~-V - 1— ETYM), 
эш 367 V-1 57) © (М) 


反之 设 V=at+V - 1ВЕТУ«М), а, BCT,OD, WA 
JV-Jas у 118 =М-1т(@+/- 18) 
= -1а-р, | 
HJ a-J8, B= -yo У=а-У- 14а. < 
_ д д 
а= Die эз m эу) 


t 


HJ У=а-\у- 14а 
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所 以 有 
ТУМ) = span _д_ ... 2 
Р of д! + 7 Jzn | 


同 法 可 得 


TyM) = spanc{ 9 z 3] 


Эк! LEE: az" 


52.2 复 向 量 从 的 联络 和 曲率 


本 节 我 们 介绍 复 流 形 上 的 复 向 量 从 、 全 纯 向 量 从 等 概念 ， 
并 讨论 它们 的 联络 和 有 曲率 。 如 果 不 特别 说 明 ， M 始 终 假定 为 
2 US E. | 

定义 1 Hausdorff 拓扑 空间 互 称 为 M 上 的 秩 为 > 的 复 
向 量 从 ， 若 存在 连续 映射 (投射 )x: E—M, 满足 下 面 三 个 条 
t: 

CD Е РСМ, Е, smri Er 维 复 向 量 空间 , ED 
ЕС”, E, Я ERE p 点 的 纤维 . 

(2) 对 任何 点 ?EMM， 存 在 2 的 一 个 领域 U， 使 得 0 上 
的 所 有 纤维 E-1(U) 与 Ux С” |], БЕЛЕН ШЕЙ фаз 

фи: U x Cr—>ms_1(U) (2.1) 
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满足 
| л°фу(х, Ф) ==,  xCU, ECY, (2.2) 
W U KAERT фи 合 起 来 称 为 E 的 局 部 平凡 化 邻 域 . 
(D 对 于 两 个 局 部 平凡 化 邻 域 U，V ,UNV 名 , 存在 
— C" 映射 goys UnV——GLt(r, С), 使 得 
Фи(Р» Eu) =фу(р, Er) <=, = or gyv (D), 


РЕЙПИ. (2.35 . 
， 并 满足 相 容 性 条 件 
= 0-1 
"id eri (UünVnWeg) (02.4) 
Suv*£vw*Ewu-] 


. 其 中 gor BARRAR, gor 可 祝 为 非 奇 异 的 >xr 复 矩阵 . 


НЕМ E->M 常 记 作 三 元 组 (FE，r，jM)，, 其 中 巨 称 为 从 
空间 ，z 称 为 从 投射 ，M 称 为 底 空 间或 底 流 形 )， С’ 是 纤 
维 型 . 

在 向 量 从 的 定义 中 ， 最 根本 的 是 连接 函数 . 事实 上 上， 只 
要 给 一 组 局 部 平凡 化 邻 域 及 满足 相 容 人 性 条 件 (2.4) 的 一 组 连接 
函数 ， 我 们 就 可 以 将 同一 纤维 中 的 向 量 在 不 同 的 局 部 平凡 化 
邻 域 中 按 (2.3) 方 式 等 同 起 来 从 而 得 一 个 向 量 丛 . | 

在 定义 1 中 , 如 果 我 们 要 求 连接 函数 goy ЕН + РА, 
由 就 得 到 全 纯 向 量 从 的 定义 ， 

Ил 复 流 形 M южан ТУМ), 

M 是 一 个 靖 维 复 流 形 ，2E 对 ， 了 到 乡 点 附近 的 两 个 坐标 
BR 0., Up, 15 0. ABERA, +, =}, U, Я) 
WBA, +, w, $ 


Ыр s- | at € C }, 


又 令 连 接 函 数 
Zaps Lan 一 >GLC2z，C) 
Pe ag CD) 

其 中 (д! д2 

Qu! д" 

Ваз (р) = sen coo oro 

да" да" | 
| Jw! дю" | 
是 全 纯 函 数 ， | 

于 是 就 得 到 一 个 全 纯 向 量 从 ， 记 为 TCM).， 我 们 称 之 

为 MEERA, 


例 2 АИСТ 'D* ODD T? (OP B8 BIO. 

МВ, (Ua) МИАН, Н 
М= 0.0... О. 的 复 局 部 坐标 为 {z1， T$ 2"), U, 的 复 局 
部 坐标 为 {w'， Mt wn), pPCU.nU,*g, 取 纤 维 E, 为 

E,= (Ty;°y*( M) = ía,dzt) = зрапс{42!, +, da"), 
连接 函数 为 


дил . ди" 
gz! дг! 
ran CP) 一 | no 9 
м”... ди” 
д» az” | 


РЕЖ. 
BIS ЗНЫЛЕБЕНЖИЯ РОР, 


eb. 


ЖЕ, ЕМ 上 的 复 向 量 从 ，E 和 了 的 连接 函数 分 别 
为 £uv 和 fov. 今 
(EQF), =E F, РЕМ. 


ЕСЕ 的 连接 通 数 Бу 为 
Вот = Bur fov» 
EE EGF 的 作用 为 
(eG fy = (ее уу) Се ћу). | e CE, JEF, 
显然 如 适合 连接 函数 的 相 容 性 条 件 . М 上 的 以 hoy 为 连接 
函数 的 复 向 量 丛 称 为 王 与 也 的 张 量 积 ， 记 为 EGR. 
我 们 也 可 以 定义 与 的 外 积 从 EAF. 


| 定义 2 Е EM 是 秩 为 > 的 复 向 量 从 , ОМЕТ 
$. №515: 0-Е ЕЈ E HE U Б & Hi (section), 
如 果 
л°$(р)у=р,_ РЕМ. (2.5) 
如 果 U, 为 M в АЗЕЛ. 9898, BWA Slon Ш Ж 
为 А 
(Р, (р), +, Sr(p))CU,x С", (2.6) 
如 果 50р) (= 1, s r)XF p, Wy 3 为 全 纯 截面 .如 
果 对 ЖС” 的 ， 则 称 5 为 光滑 截面 . 今后 若非 特别 注 明 , 所 
有 截面 都 理解 为 光滑 截面 . 
将 上 中 全 体 ,E 值 截面 记 为 TCU，E), 当 不 强调 截面 的 
定义 域 是 整个 流 形 或 某 个 对 中 开 集 时 ， 简 记 为 rE). 
我 们 把 一 组 ? 个 截面 (51，…、5,.) 称 为 其 定义 域 上 的 一 
组 标 架 场 ， 如 果 对 于 定义 域 中 任何 点 Pe SP) es Sr(p) 
都 构成 纤维 E, 的 一 组 基 ， | 
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取 定 一 组 标 架 场 Siy ME $,, 记 S= (Si t3 5,7. ab 
АМЕР 2Є DPC)O)SPS LAST 5 Xm 


&£-£$,- (E, e, 608, (2.7) 
如 果 8’ = (Si, ++, бт 为 男 一 局 部 标 架 场 ， 设 
8 = 45, AEGL(r, O), (2.8) 


由 于 $ = (8, BE 675 = (217, ША: £r^)8' 

= (2, ..., 2) 4$, | 
所 以 有 617, e, 8770-8, +, 804, (2.9) 
其 中 &=(&!', 3 


i BE->M 是 秩 为 > 的 复 向 量 丛 . 对 于 MM 中 开 集 0 ,我 们 用 
IXU, A?MCOE) 记 向 量 从 APMQOE 在 U 上 的 截面 所 成 的 集 
т. TU, A'M@E) HERRA E të РУК. 局 部 
好 ， 可 表示 为 

É = Gua tp XI dr A A dx? (2.10) 
xta (X) ЕЕ,  x€M. 


换言之 ，T(V，A?M@E) 中 元 素 可 以 看 作 一 个 7 阶 向 量 , 其 
分 量 是 2 阶 微分 式 ， 


定义 3 RESM 为 一 复 向 量 从 ， 其 秩 为 r. 互 的 一 个 联 
dà D 是 一 个 算 子 : 
D, I(E)--IOG*GE), 
满足 
(D> р(5,+5,) = 05,+05,, $, S,CIXE), 
(D DÇG/S)=df@S+/S, SEE), fEC*(M). 


由 于 任 一 截面 均 可 以 由 标 架 场 线性 表示 ,因此 要 确定 也 ， 
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只 需 对 一 组 标 架 S= ($,, trt. $,)7, 给 出 DS 即 可 ， 令 


DS,-o/QS, of EIT» (2.11) 
O= (Oi) icr. (2.12) 

我 们 把 (2.11) 式 重 写 为 | 
D$ = 065, (2.13) 


其 中 方 阵 @ 称 为 联络 方 阵 ， 它 依赖 于 局 部 标 架 场 5. 
如 果 £= E S, 则 有 
рё = (d£! + 510,51. 
取 3' = ($í, +, 8,07 为 男 一 局 部 标 架 场 ,。% 为 联络 D 
相对 于 S 的 联络 方 阵 ， 设 
$^ = AS, ACGL(r, С). 
利用 联络 条 件 (D,) 及 (D,) 得 到 
DS’ = D( А$у=4А4@5+ А.р. 
= dA AQS! + AoQS 
= (dA 4-1+ Ao ADOS., (2.14) 
所 以 ^^ o'-dA.AU +AA (2.15) 
这 就 是 联络 方 阵 在 局 部 标 架 场 改变 时 的 变换 公式 . 
我 们 再 将 联结 推广 到 TAMBE TAME), 
它 是 定义 3 的 拓 广 . 
设 6260985, SENAM), sera». xx D 
如 下 : : ' 
DE = d£ Q5, +- 10261 A DS, . 
= (dE +0 PEIA фФ,)@5,. (2.16) 
有 了 推广 了 的 D， 我 们 就 可 以 定义 曲率 算 子 了 . 
”定义 4 设 B > 是 一 个 秩 为 > 的 复 向 量 从 ， 算 子 
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рәр, T(E)—>I'(AMOE) (2.17) 
称 为 曲率 算 子 . | 
RE S= (Su SOT 为 TCE) 的 局 部 标 架 场 . XL € T'(E5, 
£= (Ely 6, £08, E ECM), 1<i<n. 
DE = 421695, + 210,651 = (dE £100 @ S, 
会 de + ËO. EE (2.18) 
所 以 有 
Р-рё -d(d£ * £o) * (- 1) (d$ + ёр) Ao 
= 4ё Ло + 240 -dE AG@— Zo A O .. 
-é(do-oAo)-2E9, (2.19) 
其 由 Q-do-oAoCICXGA*M)GHom(E, Еу), (2.20) 
QJrxriEE, ATRA M 上 的 2 ИЕ. Ө 
井 率 方 阵 ， 它 显然 与 3 的 选取 有 关 ， 
下 面 我 们 考虑 局 部 标 架 场 改 变 时 ,曲率 方 隆 的 变化 情况 . 
设 两 个 局 部 标 架 场 5 和 5 = AS, 4€GLG, C), dX. 
于 5 和 5’ 的 联络 方 阵 分 别 为 @ 和 ow .对 应 的 曲率 方 阵 分 
MAAMA. 


对 (2.15) 式 求 外 微分 得 
до! A-o AdA-dAAQ Asdo. (2.21) 
四 出 (2.15) 式 有 
| dA- o! -4- Ao. (2.22) 
(2.21) Ж (2.220 49 
(do! -o До’) А= A(do — o Ло), 
Ер 9” A= AQ, 
0, = AQA, ` (2.23) 


关系 式 (2.23) 是 一 个 非常 重要 的 式 子 ， 它 给 出 了 曲率 方 
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阵 史 在 标 架 场 改变 时 的 变化 规律 .从 该 式 可 以 技 出 不 依赖 于 
标 架 场 的 不 变量 。 所 谓 陈 (省 身 ) 示 性 类 就 可 以 从 (2.23) 式 导 
出 ， 有 兴趣 者 可 参阅 [44] 。 
定理 1 НЕО 满足 Bianchi 恒等式 
d£2— o A£2—£2^ 0. (2.24) 
证 明 ， 对 等 式 只 = do — o A o 两 边 求 外 微分 得 
49 = -doA 人 ao+wAdw 
一 -Q +оЛо) /\Ф + о Д СОЮ +о Ло) 
= o AS — Qo, 
注 :元 素 为 微分 式 的 矩阵 间 “A 人 ? S Ë R НЕЕ 
乘 时 ， 元 素 间 的 积 是 外 积 ， 所 以 一 般 有 wo Л о=0. 


$2.3. Hermite 4 18] Æ AM 


前 面 我 们 介绍 了 复 向 从 的 一 般 概念 ， 并 且 讨 论 了 其 联络 
与 曲率 .当时 我 们 在 向 量 从 上 除 线性 结构 外 没有 赋 加 任何 结 
构 ， 本 节 我 们 将 考虑 复 向 量 丛 上 Hermite 结构 问题 ,并 讨论 
与 Hermite 结构 相 容 的 联络 . 

设 M 为 n 维 复 流 形 , Е" мәм ЕЖА гена 
从 ， 下 面 分 解 是 易 知 的 ， 

ICAM), E) = 24 ГОА» Му, E), 


Ж APM) 表示 M 上 的 所 有 СР, 4 ) 外 微分 形式 所 成 的 空 
IH. ARRE, ey ау, APM) 中 元 素 可 表 为 
В = Ва, рт, s 0 dz6 Л Adz? Adzh A. Даз, 

外 微分 算 子 4 42949, Hh B 
д. AP'(M)—— ДР*1 (М) 
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9p = d Adz" A... Adz? Adz” 


Л --- Adz, 
д: A?4(M3——. ДСМ) 
ðf = 2] eetas eie qas Лаг" A. A dz!» ^ dz! 
A... Л 9294. 


定义 1 ЖЕ * >M 为 M 上 的 秩 为 > 的 复 向 量 从 ， 巨 上 
的 Hermite (Ех САНА, Е 

CD #(5, MPT 5 ERER, 6, 9CE. 

(2 A46, р) - hy, 5); 

(3) KE, 0, £20 ` 

(4) KG, 9) 为 M 上 的 C" йй, НЕ, пл C^ 截面 . 
， 我 们 把 带 有 Hermite 结构 的 复 向 量 从 称 为 Hermite НЕМ. 

Е НИМ ЕК НЫ АЕ Hermite 结 
Tg. | 
ШЕН. CE OO >M 是 秩 为 + ORARAA. WM BU — dH 
Ж = (U. ac, 使 得 U Ca € рува J, ЕМА Fg BRE Л, 
化 邻 域 .在 每 个 U。 上 ， 取 一 组 局 部 标 架 场 {5 ，…，5.”}， 
$“ЄГЇ(Ш„, E), p«i«r, REEE LX Hermite 内 
积 为 | 

ВАЕ, n) = 2, 

其 中 £= £55," . = 5°. | 

由 于 复 流 形 M 仿 紧 ， 所 以 存在 开 改 盖 {Us。}oej 的 加 细 闭 
zx, НІА A V l. ERARE. 设 {1po(x)} 为 从 属 ， 
(V. er АУ, H 
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Dala) ECZ V a), 0<р.<1, X polr) =1. 


sél 


则 АС) = ур, тр) Сх) 


就 是 一 个 定义 在 整个 ЕЈ Е К) Hermite 结构 . 
该 定理 表明 ，Hermite 向 量 丛 并 没有 在 复 向 量 从 上 附加 
上 企 何 实质 的 新 内 容 。 
全 纯 向 量 从 上 加 上 Hermite: Hug sl Hermite 4 Zip] 
量 从 .我 们 在 点 «C M RUE BOE жанту ít 
e n" 并 记 . 
| hag = (еа ер) = (Co, € p). | 
定义 2 Hermite 全 纯 向 量 从 已 “>M 上 的 联络 刀 称 为 
与 Hermite 度量 相 容 ， 如 果 对 于 任何 5，” ET(E)， 有 
|. 4(&,m = (РЕ, т) + (Е, Dn). (3,1) 
这 种 联络 也 称 为 度量 联络 . 
设 {61，，… ,er} 为 Hermite ЭДЕ E 的 全 纯 标 架 ， 上 度量 
联络 刀 祖 对 于 {el，…,e} 的 联络 矩阵 为 = (ор), ЭТЕ 
dh,; = d(e,, ев) = (Des, eg) + (es, Рев) 
= Oo: by; +2}. 20 (3,2) 
EU dh=o+h+h+G | (8.3) 
对 于 全 纯 向 量 从 EE， 车 对 于 任何 下 нта 5, DOR 
EEG OR, ЛЯ DD 为 (1,0) 型 的 . 我 们 将 D 分 解 成 
р>р'+р", Ён. 
D', T(E)— IXTi)*C M) QE), 
р”, IXE;——IXT*" )* M) Е), 
对 于 推广 后 的 D 亦 有 分 解 ，D=D +D", Rm 
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D’, TLAM) GE) —9T'(A?* 9 M) GS E), 
D”, ГД» (M) SE) -— ICA»? M) OE). 
Вира, ОНИ D-D'43, 其 中 = 
д: DGA?1 CM) GE) — DA? eI) GE) 
е» 9 (Ее: ) = (951) es 
EAraM)，{e1,，… ,6;} 为 全 纯 向 量 E 的 全 纯 标 架 。 通常 我 
们 把 Hermite 全 纯 疝 量 从 上 的 (1,0) 型 度量 联络 称 为 Her- 
mite 联络 ， 或 揽 度 量 联 络 . 
定理 2 Hermite 全 纯 向 量 丛 上 的 复 度量 联络 让 其 Her- 
mite 度量 唯一 决定 
证 明 ， 对 Hermite 度量 有 = (haz), dh=0h+3h. 又 因 
(3.3) 式 得 


. да+ дА = ой +0". (3,4) 
比较 (3.4) 式 两 端的 微分 形式 的 类 型 ， 我 们 有 
ф=дВ,+*В7\, | (3.5) 
因为 
до =I h.k) = — Е AIK! x Oh Ahl eheh 
=3 h ЛӘР = о AO, (3.6) ` 
所 以 有 


О = 4ш — o Ao = до +30 — о Ло = до 
= QR h71) = (JIRA? — Ih AJAT 
= — (998) AT? + (IYAT! A (ВВ. (3.7) 
容易 验证 联络 方 阵 o = арои АА 
《2.15)， 定 理 2 证 毕 . 
下 面 我 们 要 写 出 曲率 矩阵 的 局 部 华 标 表达 式 ， 设 复 局 部 
坐标 为 {**，…，z*}， 我 们 用 а, В 等 希腊 字母 表示 纤维 的 
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фт, Bisa, Ber. НЛО АЕ, 等 表示 对 的 局 
部 坐标 的 指标 ，1 反 ij 去 和 | 
i b= (Вау 及 
Q-(Qj), Оз = Ršod= A dz, 
则 (3.6) 式 可 改写 为 


Reg = At. 9pp7 + доку Oft, дк з 8) 
92027 oz! 025 


XdE(n. c. е.) 为 Hermite 全 纯 向 量 丛 五 的 局 部 (截面 ) 标 
39, РАЛЕ КЮЕ НЕК, 10 


D, = ae д ) D «= Oba), 


921 дг? 
ЖР СЕТЕ), D a ERARE ERT- 的 协 变 导数 ， 
oat 


由 前 面 讨论 知 复 度量 联络 的 曲率 方 隆 的 元 素 为 (1,1) 6 
а, Па. 
#2; = ЕЁ dz: A. dz. 


我 们 定义 
д д 
R , = D -D D 
(з= Эз) 931 35 527 T 
-D 
[se эт] 
=В. D, -DaDo (3.9) 
ast — 914 874 Сән 
我 们 有 关系 式 
2 д 9 9 
Р? a[ — = № 一 一 一 — а. 
е (5= 3n) (Iw 3n (3,10) 


事实 上 ， 


D. э 2 = Фра, ) (> E) 


-(2 р. -DaDo RE 5) 


zi ЕЕ auj 92$ 


(3, 10) 亦 可 写 为 


= R^, dz* A dz' E д iy" 


Oz! Oz! 
= RÉ пер. $3.11) 
T Казу = 一 «(3 ate? 
= — {Визе ёр) 7 一 hy Rig. (8,12) 
HiCG, 8) 式 得 
oh 9h CZYJ 
Коз a O Вов h?r Ооу, z 
Ri r£ ET Oz (3.13) 
由 公式 dh = oh hot 两 边 求 外 微分 得 
Qh + hp" = 0, (3, 14) 


HERE Q- -h > Hermite У. 特别 ， d, es er 为 单位 
正 交 标 架 ， 则 有 9 + ?= 0. 
由 公式 (3.14) 有 


Ragg = Көз уз. 
我 们 把 Ks пай A dz1 及 一 ~ Коз, Adz! A VR R] SCA E BS 
曲率 形式 . 
Ricci 曲率 张 量 的 分 量 R; 定义 为 
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| R; = > Кару = 一 23878, (3.15) 
直接 计算 可 得 
1 #Н_, 1 ЭН, ЭН  9'inH 
Н 42192) Н? дж да 92125: 


(3.16) 


其 中 = де (воз). 

деи БАЙАН, "pla b yrA m BEST АЯТЕ ВЯ. 

定理 3 ik EM 为 一 Hermite 全 纯 向 量 从 ， 对 于 任 
ЖМ блр, REPE E A Л S AS), 
24z)=0， 则 存在 一 全 纯 局 部 标 架 ， 使 得 关于 该 全 纯 标 架 在 
РА ЕН 


hlz) = (hos(2)) = 1 +0022), (3.17) 
其 复 度量 联络 的 曲率 为 
只 (0) = 008(0). (3.18) 


证 明 ， 设 E 的 全 纯 标 架 为 {61,…,6,}， 度 量 和 矩阵 为 = 
(hleoses))， 因 (0) 汶 正定 Hermite 方 阵 ， 据 Schur 定理 全 7 
知 存在 西方 阵 上 U 使 得 

URCONDT = diag(À,,-,À,), OA, i1, r7. 

BUR A-diag( (V/A) 1, e, УЖО MWA 
CAU)&(0) CAU)? = 1, 
记 4U -BCGL(G,C), Hr À, 9 AO 的 特征 值 . 所 以 我 们 
得 到 一 个 新 的 全 纯 标 架 8= Бе, B В AEA RP 附近 全 纯 ， 
H BC)» = B, 
й = (haz) = (Alla, ёв) = BhOBO?, А0) = 1, 
所 以 有 5(z)=7+od2). 
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RRR WAAR е = C(Z)6, Hi COD = I+ 4(2), 而 
A(2Z) 中 元 素 均 为 Z ОЕ, 当然 全 纯 ， 于 是 有 
bp = Суб? = (1+4 АСР) RU АРТ) 
= E+ AQ EACIY! + o(|Z|) 
= I+ AZ) ACZ) + Ë ША + o(|Z]2) . 


由 于 0402) + AZ)! - hy! = ACZ) + AG7+5, BD A+ AT 
+Ё Ж Hermite 矩阵 ， 因 此 可 以 找 这 样 的 4(2Z) 满足 定理 的 
要 求 . 因而 有 

(2) = 1+ 002), 
自然 也 有 LA (2)]-1= 10012) № 000) = 300 (0). 定理 
3 证 毕 . 


$2.4 Hermite ЖЖ 5 КаШег 流 形 


在 本 节 中 ， 我 们 利用 上 节 中 的 方法 和 结果 讨论 复 流 形 ， 
В} Hermite #3. | 

定义 1 ИМЯ. 如 果 在 于 的 全 纯 切 从 TUS 
(M) 上 存在 一 个 Hermite 28 3, ДСМ, АУК Hermite ўў 


形 . 
Ым BURG, uz) JU E EUN TT 
z д#" 
(MO 的 全 纯 (局 部 ) 堆 面 基 ， 相 对 于 这 组 基 ， Hermite 度量 为 
а аур 
дг Dzy dj. 


习惯 上 ， 我 们 将 该 Hermite 度量 记 为 
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ds? = pidzidzi. (4.1) 
据 前 面 一 节 的 结果 ，Hermite 流 形 M. 上 存在 唯一 复 度量 
《Hermite) 联 络 D， 其 联络 方 阵 o 及 曲率 为 


o= hh", (4. 2) 
02A ah NUR 
Rigyz _ р К kz + hqs hur 05 ks ч 3) 
了 9295; дг" "ost | 
Jeh Oh. Әһ, 
R _ kI _ р Ойка LEM 11 
895 сус туут д2, 223 ч 


Виш) 及 ю=Г{, dz*， 则 由 (4.2) 得 


Ded. д, (4.5) 
复 度 景 联 络 D 的 挠 率 定 义 为 
т, m =D- D,£-[£, n]. ё, 2€ ANT" M. 
(4. 6) 
取 6=-9 n= 因 3 |= o, m 
az x x е2 ° 
( д ‚ д )- 3 p, а 
Oz!  Qz! ora d 5.7 Oz 
= (Гї,- гз)... (4.7) 
oz 
д д д д д 
р =( p = fox 
(š: Pe e (Ps) =) (995) 
-o 9. 9 
e) 52 
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Hermite 流 形 M 的 度量 (4. 1) 联 系 着 一 个 (1 DER о 
e= = lhgdz ^ dz, (4. 8) 
2 


它 是 一 个 实 值 形 式 , 即 0-0. 我 们 把 它 称 为 M 的 基本 形式 ， 
或 Kihler 有 形式. 

定义 2 Hermite 流 形 M 称 为 Kahler 流 形 ， 如 果 它 的 
Kahler 形式 是 闭 形 式 . 

Kahler 条 件 是 一 个 很 强 的 条 件 ， 它 影响 着 М А РЕ 
Ji. 个 面 定理 就 表明 了 这 一 点 

定理 1 设 M 为 紧 致 的 Kihler 流 形 ， 则 它 的 上 同 调 群 
H*(M, ЮЗЕР А. Его, MIEL Betti 数 大 于 零 . 

证 明 : ix М у КАШег 形式 为 

ом lhodz A dz. 
2 

tM F &2Z X BLISS (1,1) ÆR. д deRham 定理 ， 
Го] Е НСМ, R). 我 们 只 要 证 了 明 [o] 关 0， 即 @ 不 上 同调 
于 零 元 素 , Но 不 是 正 合 形式 即 可 . 

由 于 


-SA Aa (S!) nt deth. да A dg A --. 
Adz Лат", 
其 中 deth = det (hg) > 0, mE 


(y dz Ла A A dz" / dz" 
2 


为 МЕЖ. хр МЕЖ, Er D! 
[0">0. (4. 9) 
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由 此 即 可 推出 o 不 是 正 合 形式 ， 否 则 ， 如 果 @ = dp，9 为 实 
1- 形 式 ， 则 о/о = 4(ф/\4ф), BU w 八 w 亦 为 正 合 形 式 . 
由 归纳 法 可 证 对 于 任何 1 万 x，w’ 是 正 合 形 式 . РЕҢ, 
о" 为 正 合 形式 ， 即 o" = 25, Н Stokes 定理 得 


| o" = 0, (4.10) 
M 


这 与 (4. 9) 式 相 了 矛盾 ， 所 以 [o] 关 0, ， 定 理 得 证 . 

由 定理 1 ， 我 们 可 以 判断 一 些 复 流 形 上 是 否 存 在 Kahler 
结构 . 

#11 Hopf-Calabi-Eckmann 流 形 S$?t!x52+1 (рг 0 , 
9> 1 ) 上 不 存在 КАШег 度量 . 

事实 上 .我们 只 要 考查 它 的 Poincare 多 项 式 P (z) 就 行 
T. Pria M B Poincare 多 项 式 是 指 

P,Q0) = >b, (Мг, 

其 中 bM) -dimH^(M, R), 

ЖАП S" КО Poincaré SMAA (1 +2"), ВУ н Poincaré 


多 项 式 的 性 质 得 
P 42251, 5201 (1) mI 125 (4. 11) 


ШР 4271290, БТРА Pem sai GD 中 不 含有 2 次 项 BI 
b, (527+: x 52441) = 0. 

ХИ S 1 х $%% 紧 ， 据 定理 1 f, SU х SUS 上 不 存 
在 Kühler 度量 ， 因 而 它 不 是 Kihler 流 形 . 

REME, Kühler 流 形 还 是 很 丰富 的 ， 以 后 我 们 将 给 
出 一 大 批 Káhler 流 形 的 例子 . 
定理 2 XF Hermite 流 形 《MM， 有 四， 下 面条 件 彼 些 等 


Tis 


° 65+ 


(1) k XKàáühler ЕЕ; 


дА; 9h, 
2 i$ = ks 
(2) Oe a 
(3) = = zg) ; 


(4) 存在 局 部 定义 的 C" 实 函数 p, fio =V — 1909: 


(5) Hermite 联络 无 挠 . 


HEB (Deo. НҒ о 0301. ) 形 式 及 (5) = 0, 


所 以 有 
do = 0 до = 0 до = 0. 
J-1 


до = д • А,;4® A dz! 
= = 19 dz* Аах Ndz’ 
2 0 


Y-1 

2 

J-l SO ada A dm A dz! 
2 £i 


9^5 
> дг dz'/Adz'Adz' 
к< 


JII айо bade д дда! = 
i ES ыы аат o 


02263); 事实 上 ， 由 于 g7 hy, 有 
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dhg Op _ дА; дА 
0x J gg oz J7 д8'- 


(4.12) 


108 ji 


(2) 90). 首先 由 于 ГА = А1 于 知道 (2) 等 价 于 也 4 = 


Г’. XBGSDX8O O60). 

CD > (4)， 由 于 @ 为 实 的 (1，1) ЈЕ, да Poin- 
саге BEUS, ЕЛА Bp 59 176 SX y, fio - dy, НУ 
按 类 型 分 解 为 

ф= p 9, po р, р = p D 

о = 4р = 28° 9p 1) + 945°: + 30 ”, 
Ноа, ры, МИ 
др 9. 3% 1) 一 0. 
又 由 Dolbeault-Gróthendikt%8) 5|gg, ўе ZE В) В С” Bü Ж 
f, ве 
go п = 3f 及 go ° = gf. 
9-299909? «99712927 + 297 


-3j d- p = (57): idp, 


其 中 p= 全 1 为 C" 实 值 两 数 . 


(4) 之 (1)， 显 然 ， 定 理 2 ER. 

iM, МОНА т n 维 复 流 形 . В М-М 称 
УИ, ЖЕЛЕ ЕЙ ЫБ ГЕ. Я тесп, 
Н f 58 Jacobi 矩阵 的 秩 在 М БААУ m, WW 5 f Е 
A. Ж/Е}, 即 对 于 任何 x, yC ME. xy, 都 有 
РС) =Ку), WIES f Jj BRA. 

定理 5 ЯМ Kühler UE, д M-—N 25 4 fü ERA, 
则 M 上 存在 从 N 诱导 的 Kahler 度量 . | 
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WEB]: РЕМ, (m, +, z") ЖМЖ КР) 点 附近 的 复 
An, De, e, w") 是 MEA р 附近 的 复 坐标 系 ， 则 可 


局 部 地 表示 为 
z= wt, +з, ш"), 
又 设 № 的 Hermite 度量 为 
ds? = Xhgdz 64’. 
Kähler zÇ J 
V 1 
2 


о = Ул dz A d2!, 


Ж#Н do = 0. $ 
дг" ‚дг 


Во = > has ы A 
Е (ñas * f (1w)) dw! ^ Эп? 


容易 验证 下 = Gu 仍 为 正定 的 Hermite Е. 


一 个 Негшие 度量 
dš = 二 аи" аф}. 
其 Kihier 形式 是 
-1 
a - Y Els аи ао, 
显然 à = fto 
В 4б={*(4шо)= 0， 定 理 3 证 毕 . 


(4.13› 


ВАМ 上 


推论 Kihler 流 形 的 任何 复 子 流 形 均 为 Kahler 流 形 . 


下 面 我 们 给 出 些 K&hler 社 形 的 例子 . 
例 1 Riemann 面 是 一 维 Kähler JE. 
ik Riemann Ш $ 上 的 Hermite 度量 为 
452 = pdz dz. 
其 中 р 为 实 光滑 函数 ， 对 应 的 КаМег 形式 为 


. 63. 


У LL dz A d£. 


BAA da = 0, Wk S КаШег E. 
#12 C 为 Kihler 流 形 ， 它 的 度量 为 
ds? = Cy dz 42. 


сә = 


КАН ег 形式 为 
М/— 1 _ 
o= 775 21242. 


do = 0. БЕР} С" Æ КаШег 流 形 . 

Bio 复 投影 空间 CP Kšhler WÉ., 

在 每 个 局 部 邻 域 0 = ([2',--,273) | 22-0). ЕЛ 
定义 函数 方 如 下 : 


n+l 
f, =1п (Fer ]- nes 
tal 


Zt " zu) (4. 14) 


# U, 上 依 (4.14)? 定 义 的 函数 记 为 大 ， 则 在 UNU G*R E 
有 

f,—f Ü = — Inizi/z*|* = аа = 1n z* + In z*, 
所 以 有 | 

02#,= 22 GEU,DU, E). (4.15) 
НИЕМ 上 整体 定义 了 一 个 (1，1) 形 式 

w=V -~ 1093. (在 每 个 U; D. 
显然 do@= 0. W 
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o у - 15 dË A dË. (4.10 
REREH CH IEE Hermite 矩阵 ， 则 
h - hi; dë' do! (4.17). 
就 是 CP" 上 的 КаШег 度量 . 
这 里 我 们 仅 在 U, 上 验证 其 正定 性 ， 其 余部 分 留 给 读者 . 


hz u( 1 + >)? ) 


所 以 
5 Eë 45 
ho туур 
jy, = 24/4! XE dE Е аР 
1+5 (1 + Eli: 
акро, бе! exitio #7 
xd£'/Adé!, . 
因而 有 
Б д{у01 + EED = uu 
=[(£, D*-1]G0, D-lG, £P, (4.18) 
НС, ) C" 中 标准 Hermite HE, Ej Schwarz 不 等 式 知 
(4. 180 XE XE. 
由 上 面 的 讨论 ， 我 们 有 下 商定 理 ， 
定理 4 任何 代数 流 形 都 是 Kahler WX. 
THERE Kšhler 流 形 的 研究 中 十 分 重要 ， 它 可 以 帮 
助 我 们 简化 许多 问题 的 计算 和 证 明 . 
定理 5 (M, №) Jy КаШе: 流 形 ， 那 么 对 于 任何 点 
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РЕМ, 在 p 点 附近 存在 复 局 部 坐标 {ss，…，z"},， 使 得 
z(p)= 0, 

/ Añ(z)=l+o(]|z]2). (4.19) 
3X FEBC AE Ж ЖКА СЫ ERBERK, ШЕНИЕ 
Ж Ab EA. 

证 明 如 § 2. 3 定理 3 的 证 明 ， 我 们 断言 ЕН 

№: BEGLC(n，C)， 使 得 B4(0)B7=1， 我 们 因此 可 取 复 局 部 
AbBR(Z,. a, £7), [EZ 0X 

h; (2) = ó, + аль таль + o(|z|2). (4.20) 


HF h E КАШег HE, Mp 


h 
0,5, = hg (0) =a. 


又 因为 Эз = = hg, 我 们 有 


41347 = ayie = Фу]. 


做 局 部 坐标 变换 
2% = ° + QE wiwi, (4.21) 
其 中 2 = bt, FE. 
E; = Быз(а(ф)).5* (2) (4. 22) 
д Jwi 


Bi (4. 22) K (4. 22) f 
alo) = ó, * X (agunt + bi, w) 
+ XMG,g;O-5,,0*') + 9uwl?) (4. 23) 
(4. 280 式 用 到 


* 71 ° 


C0) = Peco. 99 ру. 85 c» (S9 o 


Jwt az’ Qu* д wi 
9 [Oz TTE 
№3 00). 02 
* 10 3 ,| ao (8) 
of e Ls 
enm) 


(pns >й, e) 


= Gig 十 Gopp Ôg; = Ok T bi, 


= ааз дада:дву + дав 3 


及 
3 
3j (0)=й +611. 
在 (4. 23) 式 中 ， 今 好 ,= -ag 一 СО) (从 而 35 


= — rk = — бу)» 我 们 得 


bg Q0) = ô towl). 
эи", +, н" ЖЕНЕ ЛЕЙ AA, ДЕ 理 得 证 . 
定理 5 4:8], КАШег 流 形 在 任何 点 的 局 部 和 C^ 相差 二 
Ил. НЕЮ 
5,500 Ei (4. 24) 
dh 0) = (4.25) 
显然 ， 如 果 M 的 Hermite " 4 在 任何 点 局 部 均 司 表 为 
йг;(®) = Ó, + o(|z]2), 
354, 46300) = 0， 所 以 M B 2828 Kühler 流 形 . 
在 正规 坐标 系 下 ， 了 曲率 有 有 最 简单 的 形式 . 
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R o= У 14а" Adz’ = —д8ф. MOIDA 
2 


Козуз = 0.030, д8(2Ф)(0), 
其 中 06 = 9 Jz = —.. 


gz 


$2.5 M Riemann 几何 观点 看 Kahler 2 


Пей M 看 作 2n 维 С” 微分 流 形 , 其 ( 实 ) 切 
SAAT M). ева, ns ар, T, Odi i, 


223, jp ЕЛ» 其 中 
gy 


д” фу? 
zt = z! + \/-1у', 
在 切 空间 T,(M) 上 有 一 自 同 构 J. 
2(5= ae (у)” - 2. (5.1) 


对 偶 地 ， 有 


ах) = ау, Лау = ~ dx 

如 第 二 章 第 一 节 的 讨论 ，v 可 拓 广 到 ero Е. 

М 作为 微分 流 形 自然 可 讨论 其 上 的 Riemann 几何 . 不 
过 由 于 其 切 空 间 上 有 复 结构 /， 所 以 我 们 当然 要 求 Riemann 
度量 为 /不 变 的 . 

定义 1 复 流 形 上 的 一 个 Riemann 度量 & 称 为 了 不 变 
的 ， 老 

g(JX, JY) =в(Х, Y), X, ҮЄТ(М), 
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ЋЕ 1225 Riemann 度量 也 称 为 Hermite 度量 . 不 过 要 注 
意 它 是 Riemann 度量 ,而 不 是 通常 意义 上 的 Hermite 度量 . 
7 不 变 Riemann 度量 的 存在 性 是 没有 问题 的 . 由 于 M 
Z, PRVI M 上 上 必 存在 C”Riemann 度量 g,, E 
z(X, Y)y=g,(X, ча (X, JY), 
则 8 В M Е J 7535 Riemann RE, 
ИЖ 629 M Е J E Riemann 度量 ， 则 有 
(QD g(X, JY)= —g(JX, У), X, Y € T(M). 
(2) 存在 T,CM) B — 28 EAE IE AE Ж (X. +з, X,,4X,, 
‚ X. 
证 明 很 简单 ， 留 给 读者 自己 证 明 . 
Ë $2.1 中 我 们 把 J 拓 广 到 Tt(M)=C@TCM) 上 那样 ， 
我们 依 复线 性 把 g ЕЕ ХЕ ТООМ) ЬЕ, BU | 
2(АХ,У) = )g(X,Y), z(X+Z,Y)= g(X,Y)+zg(Z,Y), 
#rH АЄС, X, YcT(M), 
我 们 仍 把 扩充 后 的 对 称 复线 形 记 为 &. Ы 
命题 2 ЕАМ ЈА Riemann 度量 ， 则 有 
(1) gP, W= g(V, W), V, ИСТОМ), 
(2) 202, 7)>0, 2+0, ZCT9*(M), 
CD XHMERJU, VETCS(M)， 车 它们 为 同一 类 型 ， 则 有 
&(U, V)=0. | 
Bj. 命题 中 的 & 自然 理解 为 扩充 后 的 (1) 与 (2) 都 很 
简单 ， 这 里 我 们 仅 证 明 (3). ik U, VETM), Wi 
g(U,V) =g(JU,JV)= g(V -1U, у - 10) = - (U,V), 
Bj sU, V)=0, 
XpU,V cT" (МУ TEE , EER СЖ, HERR. 
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在 Ма ТРМ) 上 ,8 诱导 出 一 个 Hermite £& 
EJ ^, 
ACU, У) = (0, V), U, VcTUM), 
在 局 部 复 坐 标 系 {zl， en "н, 


C i: Ec 2 
un(e i УВ) 
ur 248 а) 
Q= ан) ат am). c 


д д д д д д 
ib дуз) s( ox 3s) s(a m) (5.3) 


l! 


E | 
д д д д д д 
一 一 一 J| -一 =- J— |= — ——, — 
s( ду” às) e (a) 5) s( Jr? i) 
(5. 4) 
Ни 
8.- = 1 М-14 
HEP eis Jr? an). tU Е 55). (5.5) 
局 部 地 我 们 把 Hermite 度量 - 
有 = hgdsidzi = $4 / — 14, (5.6) 
所 以 我 们 有 


5 = Вей 
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И Le EN Уи 9 Nang: | 
_ 1 д д 一 0 д \ 
人 


x [dxidx3 --dyidy + У 1094 dzidy!)]) 


_ 1 д D Nea 9 \dyidyi 
"ste да? 20) = (у ану 


д 9 
—, -—— ау: 
en 5) x'ay | 


= Lg, І ñ (5.7) 
2 


即 2Rek=g, (5.8) 


由 上 面 讨论 我 们 知道 :M 上 任何 一 个 /不 变 的 Riemann 
度量 都 在 Т 《M) 上 诱导 一 个 Hermite EE, d] Н = Ak 切 
JA T" (M) 上 的 任何 Hermite 度量 都 是 由 一 J 不 变 的 Rie- 
mann 度量 所 诱导 的 .这 就 是 为 什么 许多 书 上 均 把 y 不 变 
Riemann 度量 称 为 Hermite 度量 的 原因 . 

下 面 我 们 把 C5. 6) 式 中 的 4 求 出 来 , 实际 上 它 就 是 Käh- 
ler Е х. 


1 
= 一 一 | 5 一 5 
FE 
= 一 一 [prdztdzy- hg dz'dzi 
2V - 
1 1 E 
= — + F] h;dz:@ dz: — h лаз CO dz 
"m z| i j 
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Ва Аа = — врат Adz! , (5.9) 


ту 
A БИН КаҺег ER o 祖 差 一 个 —1/2 ЖЕ, ЕР 
有 讨论 中 都 是 没有 任何 影响 的 , РР, =] А 2 М Küh- 
ler 形式 . 

由 8 决定 的 村 的 Riemann 联络 记 为 V， 我 们 也 把 它 依 
复线 性 推广 到 TM) 上 去 ， 仍 记 为 VY， 把 由 4 决定 的 7T1 
М) юа вает р, ТМ) рех р жю 
i EDA | | 

D,W =(D;W), Z, МЕСТОМ). (5.10) 
因此 利用 共 轿 关系 将 D ТОМ) 上 .那么 自然 要 
间 v 5 D 的 关系 是 什么 ? 在 一 般 的 Hermite 流 形 上 它们 并 
不 相同 ， 但 当 М КАШег 流 形 时 ， 它 们 是 一 致 的 。 即 有 下 
面 定理 . 

定理 1 Hermite 流 形 (M,h) 上 的 复 度量 联络 D 与 Rie- 
mann 联络 V 相同 的 充 要 条 件 是 (M,8) 为 Kübler WH, 

ЕВА: 3 М № Hermite 度量 为 ,局 部 地 

h= hpdz'dz! 

我 们 将 所 按 实 部 、 虑 部 分 开 ， 即 有 

A=S+V — 14, 
Ш2$= + Е ХЕХ МЕ Riemann #80, HT D 28 
复 度量 联络 ， 所 以 有 

(Dh) (Z,W) = Dh(Z,W) - h(DZ,W) – h(Z, DW) 

-zdh(Z,W) -A (DZ, И) — h(Z, DW) 

= 0. 2," cT^(M) 
BU DÀ- 0. (5.11) 
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а am вака ан +a сез em © 


# Реж Riemann 结构 g = 2$ 相 容 ， 因 
De=D0GOS)=Dh+D= 0, ， (5.12) 
故 联络 D 与 Riemann 度量 &= 28 8822. H Riemann 几何 基 
本 定理 知 ，D= v 当 且 仅 当 吕 为 无 挠 联络 ,又 由 上 节 定 理 
2 D Jz 32 B5 35 Ж M я Каһег ИЖ, щен 
证 
下 面 定理 给 出 Kihler 流 形 的 Riemann 几何 性 质 的 刻 
Xl. 
定理 2 UE (M, А) A Hermite EE, М Ка ЈЕ 
当 且 仅 当 下 列 条 件 之 一 满足 : 
Qo 复 切 向 量 的 类 型 在 平行 移动 下 不 变 ; 
D indi p 的 实 平 行 向 量 场 为 X， 则 JX 亦 为 沿 y 
的 平行 向 量 场 ; 
(3) VJz 0， 即 /是 平行 的 
(4) Voz 0, Hi Kihler 形式 是 平行 的 . 
WE BJ: 
(1) 22), iE Xii Ну: Ce, +e)—M X 
行 的 实 切身 量 场 ， 我 们 要 证 JX На y COS SE $T qp ERES. 
222830 2 XA 
Х= X” +X” (5.12) 
这 种 分 解 是 唯一 的 ， | 
| d$ 40), ВОН X 51 X?" 3$ уту 的 平行 移动 . 
出 (1) 知 道 AG), BOFIA 0, 0028.55 (0, D 90А EE. HH 
于 按 类 型 分 解 的 唯一 性 有 
A( 0)2 XU*(0) + X"1(05, (5.13) 
根据 平行 移动 的 性 质 ， 我 们 又 有 
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AGJ= XHG), В) = X"), 
В ХМ X° (r) З уб) ТАЕ. de 
ЈХ = ЈХ + ЛХ = - 1 (X1 ХӘ) 
E y eO Ef. 
| (2)> (1): 仅 对 (1，0) 型 切 向 量 场 2 证 明 即 可 . 命 和 为 
УСО ) 点 的 (1,0) 型 切 向 量 ，4(2) 为 Z 沿 y(z ) 的 平行 移动 ， 
Hi4(0)-Z, {ЖИ АЛУ А 
A= ASQ) + А 0. 
根据 (2)，J4=J40o+Jdo=W-1 (AA) 也 沿 
УСО. НЕНИЯ A яп Аус) ЕА. XH 
Av? (0) + A%100) = 40 0 ) Z, 
我 们 得 ACO = 0, 4'%(0у=2. 
根据 平行 移动 的 性质 有 
487 (1) =0, убт), 
六 此 平行 移动 保持 复 切 向 量 的 类 型 不 变 . 
(2)+>(3), 我 们 只 要 证 明 局 部 地 VJ= 0 Eg af. 对 于 任 
何 pEM 及 vET《M)， 则 有 曲线 уб) м yC00-7 p, Hr 
ЕР 点 切 于 曲线 уб). $ 4 为 沿 曲 线 y(#) 平 行 的 向 量 场 . 由 
(2) 得 JA ЖЖ уб) ТТ. MAE 
(V,JX4A)=vV,CJA)- ЈСу,4) = 0, 
Е VJ= 0. H V KERES v/oo. 
(3)=(2), ШЕЯ W E v,4- 0, e€ T (M. 由 


于 
v. A) 一 W, NA+, A= 0 . 
PTAR АНН ус Тт, JU JA 也 沿 y(2) 平 行 . 
在 往 下 证 明之 前 ， 我 们 先 证 一 个 等 式 : 
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o(Z,OW)-gUZ,W), Z,W €T°(M). (5.14) 
事实 上 ， 只 有 Z, W ЖЖ 2, eO.Wos0, ER 
(65.14 X PERFI. ЕД АРА (27, vx" Yr. 取 

z- 2 и=_9. 


oz ° дг? 
oe ig) 1 kg (5.15) 
而 且 
16 3 32)" (v=! T j ) 
=y- | Вл, (5.16) 


Ж g= 2Кей 为 工 不 变 Riemann 度量 ， 故 得 (5.14). 
(3)<— (4). 
V,o6o(X,Y)=Za(X,Y)- o(V,X, Y) - aCX, V,Y) 
= Zg( JX, Y) - g(J(y,X5),Y) - g(JX, у,Ү) 
= (ув) IX, У) c g(V,CIX), Y) - (4X, V,X) 
—-g (V,X), Y) - gUX, V,Y), 
Hi УЖ Riemann №, d Vg- 0. XA 
(VDX =V, IX) - VX), 
所 以 我 们 有 
V,oCX,Y) 
=g((Vs DX, Y) + g(0(V,35,Y) 
t£ X, v, Y) g(JCOV,X),Y) - g(JX, y, Y) 
=g((V,J)X,Y), (5.17) 
因此 Vso= 0 等 价 于 V,J- 0. 
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下 面 只 要 证 明 上 述 定 理由 的 四 个 条 件 中 的 某 个 等 价 于 
= 0 即 可 . 
(4)>40=0. | 
МОМ $5 Co ISP AS Fg (И, ти, c6), Ш 81.7 
定理 1， 


do = 37 Av a ©, 


i= 1 


得 do= 0, BM: Kühler 流 形 . 
我 们 首先 证 明 下 面 一 个 等 式 ， 
gy, DX, Y)= 4e (X, Y, Z)- 24007, JY,Z), 


(5.18) 
注意 到 等 式 (5.18) 中 所 有 项 均 为 张 量 ， 所 以 我 们 在 每 点 验证 


RD uf, 取 РЕМ 的 复 局 部 坐标 为 {2!， tO d ША 则 {х!, y! s ttt» 
д д 


х",у" J M ву C7 BRR. SUD x X = Эа ‚У = 34" 
à En 
9ж° ” ду! 
‚п. МИХ, У, 2, JX, ЛУ, JZ 间 任 何 两 个 的 Poisson 括号 为 


<=. 


Z= -,1=1, 


d m1, 8,001,712 пн д"! 


£C y DX, Y) 
2g Oy, (X) - Jy, X5, Y) 
-g Oy, IX), Y) o gy, X, JY) 


= 2980,2) +ZgJX,Y)-Yg(JX,Z)] 


«e ĝl» 


+ 1220, ЛУ) + Xg(JY,Z) - JY z(X,Z)1. 


(5.19) 
另 一 方面 ， 
da(X,Y,Z)= Xo(Y,Z) e Zo(X,Y) -Yo(X,Z) 
= Xe JY, Z) + Zg(JX, Y) - Yg(JX,Z) 
(5.20) 
以 及 
do (JX, ЛУ, 2) = (JX)9 (JY, Z) +Za(JX,JY) 
— (JY>o (JX, 2) 
= — (JX) g(Y, 2>- Zg( X, JY) 
+ ЈУ) СХ, 2). (5.21) 
(5.19), (5.20) № C5.21) 3X (5.18). #518), ж 
do= 0, EZ vi-0. 至 此 完全 证 明了 定理 2 . 
我 们 通过 $ 2. 4 定理 2 ,定理 5 及 本 节 定 理 2， 给 出 了 
Káhler 流 形 几 个 等 价 条 件 ， 
对 于 Kühler Я M, 其 复 度量 联络 (等 于 Riemann 联 络 ) 
还 有 如 下 性 质 : 


In-D5-D5-D5-0. (5.22) 
实际 上 ， 由 于 
Ve Ут 
д>% д 1 92 д 
— пра 
_ s 
+ 1 EPT 
а.и 9 /一 pr 
一 J = -一 k — — bu. 
Var vars àz* v-ı Digg 
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所 以 T = о, 同样 由 (5.23) 
Ya JŽ. V- 1 Vo 


Ozí gz! 84:027 


- iri ауага 
д2 


ij 3z” 


= =V T 1 Гу д-т га, 
得 全 = 0 .再 根据 Dh-DL. RÜDUH 
Гу= 0 E Г? = 0. 
反之 ， 我 们 可 由 性 质 (5. 22) 推 出 流 形 为 Kähler BUD, 即 
有 下 述 定理 ， 
定理 5 Hermite 流 形 (M,g)( 连 通 的 ) 是 Kühler 的 当 且 
仅 当 (5.22) 成 立 ， 其 中 


ô eT 9 уг; д 
valas) Diga ГӨ ав 


$2.6 全 纯 截 曲率 


对 于 Kšhler 流 形 M， 我 们 知道 它 的 复 度量 联络 了 与 其 
Riemann 联络 v 相同 .这 给 我 们 的 讨论 带 来 了 很 多 方便 ， 
命题 ] x Х,У,26Т(М), т 
(1) RO(JX,JY)= R(X,Y); 
(2) R(X,Y)JZ=JR(X,Y). 
证 明 : (2) цу Ј= 0 马上 推出 ， 记 
R(X,Y,Z,W) = - gc ROX,Y)Z,W y. 
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BLUT | 
R(JX,JY,Z,W) = - g( R(JX, JY)Z,W) 
= -g( RCZ,W )JX,JY) 
= —g(RO,WyX,JY) 
--g(RO,W)X,Y) 
--g(ROX,Y)Z,W») 
-ROXY,Z,W», 
ЖЖ R(OIX,JY) = ROX, Y), ЖН. 

R(OX,JY,Z,W) = RCZ,W,JX,JY) 

-ROLY,Z,W». (6.15 

对 于 单位 ( 实 ) ЮЛА Х,УЄТ, (М), (ТЖ X B БИЖ 
的 Riemann @ Ж, RCX, ЛХ, У, ЛҮ уп RCX, JX, X, JX)CHD 
X=Y), 1125252 2d ВНЖ. 

容易 验证 R(X, ЛХ, У, JY) T (M) 中 由 X,Y 张 成 的 J 
不 变 的 4 维 子 空间 W 的 函数 ， 而 不 依赖 于 X,Y 的 选取 .。 H 
Ж0,У, ЈО, ЈУ ЭКК И’, 则 有 

ВОХ, ЈХ,У, ЈУ) = RQU, JU,V, JV), 

Sg И 2m 维 实 向 量 空间 并 且 有 复 结构 J(J: V 
УА а, =), В, ТУАН, MR, THA 
四 重 线 性 映射 

R,T, VxVxVxV—R. 
假设 R,T iit jg Riemann 曲率 (4 阶 ) 张 量 的 所 有 性 质 及 (6.1) 
5, ШЕН F BU E 
R(X,JX,X, JX: = T(X,IX. X. JX, XcV 
立即 可 以 推出 R= 工 . 
证 明 ， 只 需 证 明了 = 0 的 情形 就 行 了 . X 
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RCX, Y, U,V) = R(X, JY,U, JV) + R(X, JU, Y, JV) 
+R(X, JV, Y, JV), 


ПІДЕ РЕ RR 
(1) BOX, X, X, X) = R(X, JX, X, JX) +R(X, JX, X, JX) 
+R(X,JX, X, JX) 
= 0 (6.2) 


(2) 根据 它 所 满足 的 条 件 (6.1) 及 Riemann H # ЖЕ 
的 (前 2 MERANA B F X,Y, U 和 VV 对称， 利用 极 化 可 
得 二 0 19] 
BOX, Y, X,Y) 
= ВХ, ЛУ, X, JY) + ВСК, JX, Y, JY) 
TROX,JY,Y,JX) 
-2RCOX, JY, X,JY) + CX, JX,Y, JY) = 0. (6.3) 
再 由 Bianchi 恒等式 
R(X,JX,Y,JY)+R(X,Y,JY,JXy+ R(X, JY,JX,Y) - 0. 
得 ROG JX,Y,JY) - ROX,Y,JX, JY) - R(X,JY, X, ДҮ у= 0 
(6.4) 


HC, 3) C, ORE 
3R(X, JY, X, JY) + RCX, Y, X, Y)= 0. (6.9) 
РАНА У AJY, 30 
3RCX, ЛУ, X, PY) + КОХ, JY, X,JY5— 0, 

3R(X, Y, X, Y) + ВСХ, ЧУ, X,JY)= 0. (6.8) 

由 (6.5) 及 (6.6) 式 得 
R(X,Y, X,Y)= 0. 

H 81.5 EJE 2 "£g R= 0. WH, 


念 
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R (X,Y,U,V) 


= GO, U)g(Y,V) - g( X, Vyg(Y,U)  g(X, JU) 


(Y, JV) – g(X,JVyg(Y, JU) + 2g( X, JY) g(V, JV)) 
(6.7) 
812 R, 为 4 阶 ( 协 变 ) 张 量 且 满 足 Riemann 曲率 张 量 
所 适合 的 所 有 条 件 。 即 ' 
(1) RX, Y, Z,W>y= - R.XY, X, Z,W 5 
= — RX X,Y,W,Z)>; 
(2) R (X,Y,Z,Wy= RZ,W,X,Y» 
(3) R XX,Y,Z,Wy+R(X,W,Y,Zy+R (X,Z,W,Y>5 
= 0; 
(4) В СХ, JY, Z,W) = R (X,Y,JZ,JW) 
= R(X,Y,Z, W). 
命题 2 由 直接 计算 即 可 得 到 . 
另外 还 有 
R (X,JX, X, УХ) = g(X,X)2, (6.8) 


R(X,Y, X,Y) = + (CX, DEY, Y)- g(X, Y)? 


+32СХ, JY >}. (6.9) 
GE iz MA ntg Kähler WUD, p EM. 若 对 任何 1 不 
变 的 2 维 平面 rC7,(MD) ， 由 决定 的 全 纯 截 曲率 都 为 常数 
k, И] К=АК,„, | 
ЗЕЯ. WX, JX Жл 的 单位 正 交 基 . 由 假设 得 
RQC,JX,X,JX)-h, |Х|= 1, XET,M). 
МН. = RX, ЛХ, Х, ЛХ) = g(X, X= 1， 所 以 有 
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R(X,JX,X,JX) = KR KX, JX, X, JX), 

由 引 理 1 得 — В=АВь, 

定理 1 设 M 为 连通 的 和 ihler #0, dimQMc 2 Jm 
果 对 于 任何 点 pEM EUR T MHEN J RER 2 维 平面 r， 
其 全 纯 截 曲率 都 为 不 依赖 于 1 КАР), МА) 也 不 依 
ЖЕ p. ВОАС M 上 为 常数 这 样 的 流 形 称 为 颈 
有 常 全 纯 截 曲率 的 Kübler 流 形 。 

Е. 根据 命 题 3， 我 们 有 

R= £O» KR, (6. 10) 

又 由 $2.5 命题 1， 对 于 任何 XETb(M)， 上 Xi = 1 ,存在 
Y,,.. Y. C€ T,(My, 使 得 X, JX, Y,, JY, +, Y,, JY, Ej 
成 T,(M) 的 单位 正 交 基 ， 因 此 Ricci 曲率 为 

Ric( X, X) = R(X, JX, X, ЛХ) 


+ DIRCX,Y,, X,Y)) +R(X,JY,,X,JY,y). (6.11) 


j= 2 
H 06.92 (6.8), (6. 10). 我 们 有 
Ric(X, X) = (р) + zn- 1)5 


2 
A. 12) 式 知 Ric X, 30 E XET, MX | Х| = 10252. TR 
据 §1.6 定 理 2 知 *(p) 不 依赖 于 Pp， 它 是 一 个 绝对 常数 . 
从 定理 1 可 见 共 有 全 纯 截 曲率 的 Kähler 流 形 必 为 Ein- 
stein 流 形 . 
定理 2 任何 两 个 同 维 数 单 连 通 完备 Kibler 流 形 M, 和 
M,。 如 果 它 们 具有 相同 的 常 全 纯 截 曲率 则 它们 全 纯 等 距 


87+ 


-(® сес, x. (6. 12) 


EUM. 

ШЕЯ. КРЕМ, p, EM 我 们 首先 做 一 个 从 了 (2 RIT 
T CM, BUSRPEIRIS 27 3 T. H182. 5 命题 АХ, JX, s 
X,,JX,) 和 (Y,,JY,, es Y,, JY, Zr Bl T, СМ, 和 ТМ 
的 单位 正 交 基 。 线性 变换 工 定义 如 下 
" T(XpzY, T(JX,yy=J(TX,)=JY,. (6, 13) 
ERRAT 与 了 НЗ, HEADERBAR. 又 因为 М, 和 
和 M, ВАН ж k К) Kühler 2. т ER 345 

Ry = КК, м, Ки, = Кам. (6. 14) 


由 (6.7) 式 知道 R 由 度量 张 量 和 复 结 构 了 7 所 决定 ， 所 以 有 
Ком. T = Roms EME Кы, * T'= Ru., 
由 于 M, M.3jy КаШег 流 形 。 所 以 Jums Ju, 以 及 度 
量 张 量 gu. Zm, 都 是 平行 的 ， 即 
УЛ и, = Viu, = 0, V&n, = Ҹим, = 0, 
出 于 常 全 纯 截 曲率 的 :Kihler 流 形 的 曲率 张 量 由 其 度量 及 
复 结 构 了 所 决定 ( 据 命 题 3), 所 以 Км, Ra 均 是 平行 
BU, ВУК VR, = 0 《这 样 的 Riemann 流 形 称 为 局 部 对 
称 的 )。 根 据 Сагтап-А тргоѕе 定理 ([85]P. 402)， 我 们 知道 
存在 覆盖 映射 Ь MM, НВ =Т, }(ру=р,. XI 
М, М, 27160889, БТР j g 25678 AE. ХУ Е 
行 及 
Tedy, = Ja f Ei Јар, м, = Ум,*Їжр,» 
所 以 对 M, УЕ fardu = Jes fÜ, РАЗ, 
定理 得 证 . 
我 们 把 Riemann 联络 V Кая EJ а) ТОМ) E, H 
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然 地 曲率 张 量 也 就 扩 广 得 ТОМ) 上。 对 于 Kahler 流 形 M, 
有 下 面 结论 ， 


命题 4 


iz М Я КаЫег #6, R 为 其 Riemann Hik 
m. pm 


(1》 对 于 任何 同类 型 的 复 切 向 量 2，W € TC( M), TEE 
R(Z, W)= 0 . 


(2) AFERU, V CTVOM)RZ СТ CM) GT?" ODD, 
则 


R(QU, VyZ c TV* М) СТ (MD), 
证 明 (1) 12, WcCT'(M», Нет, ， 得 
RJZ, JW = ВСЕ, W), 
男 一 方面 又 有 
R(JZ,JW)= ROW 二 ]Z,wWV 二 T 取 )= - R,W).(6. 16) 


因此 有 RO, Иу= 0. «T2, WETMORE НҢ Ж 
In]. 


(2) ix&WcT"'(M»), prr 


根据 8 2.5 命题 2 中 的 ( 3 fgg ROU, VZ 也 是 (1。， 0028 
Eg. ТАРЕ АГЫ ЕВН 2 СТМ), li] ROU, VZET (М). 


8 КаЫег 流 形 М 的 复 坐 标 系 {z? 0,2") , 则 由 命 题 4 
知道 不 为 零 的 曲率 分 量 只 有 


Коўуз, Карр, Russ, Каруа. 


对 于 Kahler ма, OWH i REI 6 


T'(M),RV- 2Re£-4 + 6, WIE P AAA 
R(V, JV, V, JV) ~ 4 R(E,E, £, Š) 
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= = 4 Raum, (6.17) 
事实 上 ， 
ROV, JV, V, JV) 
= ROT S,E-15,£ + S, i£ — 15) 
= O-IYRO,2,£,5) - PRCE, 5,86, 2 
—PR,£,£,2) + HRCE,£,5,8) 
= = R(E, Š, £, Š) + RCE, Š, Š, é) * RC 5,8, č) 
-Е(2,2,2,2) 
= = ARCE, Ë, E, Č) = ~ 4 Rir #1636" 61. 
定理 3 (1) 对 于 任何 正 数 &> 0, Cn" 中 的 复 超 球 


Br={(z ey cm) 1 Soter) 


1=1 
上 有 一 完备 的 КаЫег 度量 
4 (1- Xziz'y)(Xdzidz!)-— Xzídziy)(X zidzt) 
1 š 4 + 
k (1— 52127)? 


2 一 
45? = , 


(6. 18) 
WEC", ат) НН Kabler WU, HE as 
截 曲 率 为 -~ 有 
(2) Cw" 带 上 通常 的 Hermite 内 积 成 为 平坦 的 完备 的 
Kähler Л, 
(3) ARETA СР" 上 有 一 完备 Kühler 度量 
4 (1+ Xziz')(9Edzidz!)— (Za'dz') (DT z'dzi) 
k (1 + Ertz)? 
(6. 19) 
{21,66 ACP" 的 某 一 非 齐 性 局 部 坐标 ， 使 得 (CP"， 
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ds = 


ЧЕН ЖЖ k BO Kahler 流 形 。 

证 明 : (3) 是 容易 验证 的 。 

(D 度量 (6. 18255 B^ 上 的 Bergman 度量 相差 一 个 党 
数 ， 由 (6. 18) 式 得 


F000wp 
-dukez = 一 2 ЕЕ ; (6.20) 


(1 _ T) (17 > zz) 


FERAT- 和 A 3 求 微分 ， 并 令 zt = ... = =" = 0, 
得 
&a7(0) = д, ue = 0, 
u abs). (6. 21% 
由 于 
д Зов ys дра дг ri 
Кор» = . y . 
, д«?д° 5 д" 3z’ 
所 以 有 


А |ә 


+ — ur Lu Вуз + = m -4 £3 | 


2 
- R/2)Lgosg8y + Ёазйут1. | (6. 22) 
id МЕГИ Z=. 我 们 计算 


Ra, Za, £y, 28) 
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= {8(Zo, 2,)4( Za, 24) £g, Z.)2(Z5,Z2, ) 


+ £(Z,, JZ,)g(25,J2,) — g(Za, JZ a)8CZ в, JZy) 
*28g(2,J42,)8(25,42:)). . 
HFIZ, =A 一 1 2,, JZ.,= - -1 Zuo №82. 5 命题 ?， 得 
Ras = CC ÁAOR(Z,S Z Bs Zys Ze)... 
根据 命题 3 М, ERAZ S а" 0, (В", 45у 的 全 纯 截 
曲率 为 -《， 由 多 复 变 中 常识 知 Aut(B") 齐 性 作用 在 В" E, 
并 且 Aut(B*)CISO(B")， 所 以 我 们 贱 言 (8*"，ds*) 具有 常 全 
纯 截 曲率 (一 4) 二 0. 
(2 度量 (6. 19) 与 我 们 在 例 2 € 8 2. 4) 中 所 给 СР" B$ EE 
量 实际 上 仅 差 一 常数 1/%. “这 种 度量 通常 称 为 Study-Fubini 
度量 . (2) 的 证 明 与 (1)? 完 全 类 似 ， 不 再 重复 ， 定理 证 举 . 
定理 2 与 定理 3 HH. 具有 常 全 纯 截 曲率 的 单 连 通 完备 
Kihler 流 形 本 质 上 只 有 С", Bn 和 СР", 


$2.1 Kabhler 流 形 上 的 算 子 
Mn E Kähler HF, RER МАЕ 23838 12:, 


es z"), BAL zs 间 


5 е, 
T (M)BU— 28 38, dzi, o, dz" 为 其 对 偶 基 . 我 们 有 下 面 
公式 ， 

a= BAV, , (7. 21) 
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d= dA у», ， (7.2) 


9:1 
д 
Q* = 一 a s 
>; [2] Vas 多 (7.35 
*-- Su(3 v, | (7. 4) 
д2: . O0zd M 


实际 上 ， 由 $ 1.7 定理 1 有 
= ЛУ e + 之 dy! A V2. 
n ` 


=l (4+4) Л Ve Q2 
2 (£21 LEXI Oz f 


+ 1 7 (det — dat А V -- 
24-1 af 


Өз 


= Slam A V е. +5) аз AV — 
TE 8s! 1-1 az! 
=9+9. 
比较 两 边 算 子 作用 在 任何 Co a0 外 微分 形 上 的 类 型 ， 即 得 
《7.1) 与 (7.2)， 类 似 方 法 可 证 (7., 3)，《7. 4)。 
由 于 (7. D~O. 4) 式 不 依赖 于 局 部 (1,0) АЕ НХ 
取 ， 所 有 我 们 有 下 面 定 理 . 
定理 1 设 {V1，…，V,} 为 Kahler 流 形 М Ма, OME 
架 场 ， 即 {7:，…，7)} 为 全 纯 切 从 TCM) 的 局 部 标 架 场 ， 
ol, s, O HEAR ERRA, Ш 
д= Ха’ Дуу, д= За Ду, 
д*= — СКИру;,, д*= - ЗКРру,. 
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定义 1 WF Kühler 流 形 M 上 点 p, p 点 附近 的 (1, 02 
型 正 交 标 架 场 V,, МА V, 称 为 在 Р 点 正规 ， Е Vr V (Р) = 
0. 
XL Kähler ВЖЕ, (1, 0) 型 正规 标 架 场 是 存在 的 . 
ix n] H1 g 2. 4 定理 5 得 到 . 
EO, 0) 型 局 部 正规 标 架 场 {F,，…，7,} 的 对 偶 上 标 架 
| 310, MEE "YT. КаЫег 度量 为 
ds? = 9. 
КаЫег 形式 出 为 | 
ю=/- 19,0, Ла". 
我 们 引进 一 个 算 了 于 工 ， 
L, APM) Artati M) 
а-»1(а) = оЛа 
引 理 1 L593*,L]= - 4/2 1 • 2. 
ЕВА: HFE a € 47" (M), 我们 有 
(Ə@*Lya – (L д*)а = д* (о Aa) - o Лд*а 


= «ку vroa- GAKV,) V на | 
= 一 Zlo Vr, a JA * 0A V rid | 


_ @ЛКУ,) Уна } 


= KP) Af)2KV)aAB* KG DI*aAKTV)g Ж 0, 
++, 在 上 点 正规 ， 所 以 有 
Гд*. Гла= - DUVOOA Vra 
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=-vV-1Ď øA Va - = 10 a. 


引 理 证 上 毕 . 
注意 到 工 为 实 算 子 ， 即 =L， 这 是 因为 
La =оЛа=влЛа=ола=Та. 
对 (7. ВОРДЕ, ХНА 


[9*, 17]=д, (7.7) 
另外 我 们 又 有 公式 
[9，ZJ=0 及 [5 [1=0. (7. 8) 


实际 上 ， 对 于 任何 aCAPOUMD, а 
са, ІЛа= д(о Aa) – Ф Лда 
= до Ла + (— 1:26 Лда- о Ada 
= до Ла= 0. 
ЕЯ о Ж. 同样 可 得 [5，Z]= 0. 
定义 2 E Kähler #6 M 上， 我 们 定义 . 
A = dd*+ d*d, 
О= 29* + 2*2, []=д9*+д*д. — 
18 АЖ Hodge-Laplace AF, ORA Neumann 算 子 . 
引 理 2 对 于 Káühler 流 形 M, ж 
LA, LJ= 0, дд*+8*д=0. (7. 9) 
证 明 ， 对 于 任何 cE 47° М, 
rd, а= їо Ла + о Ла – о Л йа = Ù, 
г4*,[] = 1*,1Ја+ [д*, L]a = -y - 1 да+ V~ 1 да 
"A 1(8-)а. 7. 10) 


НЕ 
AL= (dd* + d*d)L 


° 95° 


= (dd*L 4 d*dL) 
-[dQ/ 71 (0-9) * 4Ld*] + d*L4 
= Ldd* + Ld*d & /- 409-4) 

+ 9-94 
-LA-J/-1L(00-82 + (33 – 29) 
=LA, 

HALA, L= 0. 
最 后 我 们 证 明 00* + 9*9= 0. ` 
СМ —1 (д*+ 3*3) = [3*, 11]-8*+д*[д*,‚, LJ 
= д*10*— L9*9* + 0*0*L —9*L9* 
= 0. (因为 (9*72= 0), 
引 理 2 证 毕 。 
定理 2 (Hodge) ХР КаЫег ЖЖ M, dg 
0-0 X А=20. 
ЖЕНЯ: EF, L]- - 4/13, MUA 
- ъъ = 2*10*, L] + [9*, L]J* 
= 3*д*1, —23*L2* + 9*L2* 一 L9*9* 
= J*LJ* + д*д*1, -L0*39*—9*LO*. (7.1D 


由 于 
0=d=-(0+5)2=3+0+05+39 


= 0, 
所 以 有 95+34= 0, Бн (4%): = 0 ， 我 们 得 到 
3*9*+2*9* = 0. (7. 12) 
利用 (7. 12) 式 ， (7.11) 282g 
wt = = 09*L2* -0*3*L + L3*9* -9*L9* 
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0*[L,9*] +ГЁ, д*39* 


= - ит [д*д+ дд*1 
= -у/-1 0. 
因此 有 口 = 百 . 
Am dd* + d*d 


= (9+9) (9*+д*) + (9*+9*) (9+9) 
= [94* + 3*3] + [9д* + 9*9] + (22* + 9*0) 
+ (29* + 0*9) 

E 口 + 门 

= 2 [ 1. 
TE 2 UEM. 

定理 3 (Weitzenbóck 公式 ) £ М 3j КаШе: HÆV,» 

e. VOS MORERA, 01, +, Ө" 为 其 对 偶 的 上 
标 架 场 ， 对 于 任何 M 上 的 (2) 形 式 we， 有 


Оа= - X Vrne- 230. ЛІС ORO, V да, 
t $4 
| (7. 13) 
Е. 80 == 29* +2*9*, A 
.99*a- - DP Ave LOG Vrda] CIPO Yv 
$3 


Vr lc o) 
= -Z8'/AV I(P D vy Nr: G. . (7. 14) 


д*да = - УКР ру! A Vra 
"y 
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=- DIV pE AV Vaa) COUCYAEBUD) 
+1 


=- >) Viviat 318 AKT уг. 
n $, 


(7.15) 
因此 
П =92+9*д 
=- Урна — DMO DLV Vr; 
f f 


Vr Vy la 
= - Eva - DEMIRI V Da. 
1 m" 


ЕАН [V,, ГЛ=о GOV. V, 为 在 点 正规 的 ,因此 
СИ, V 1= 0). 定理 得 证 . | 

定理 3 可 用 来 证 明 Kodaira 消灭 定理 . 有 兴趣 的 读者 可 
参见 [65] 及 586], 


52.8 Neumann 算 子 的 表示 


设 2J— n Kühler 流 形 ， 取 其 复 局 部 MdB, 
5529}, Ш КаШег 度量 А 可 写 为 
| 452 = Б„;4°49°, (8. 1> 


为 方便 计 ， 今 后 我 们 记 =y, MA 
28 = x° + V -1 х". 


< 


er = +t VIO е dr Тб... (8.2) 
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其 中 希腊 字母 a，B… 变 化 范围 为 1 ,.…，#w， 小 写 英 文字 母 
2, j … 取 人 入 范围 为 1 s °" A, H+ 1, се, ZB, 
51381 


езер = 2 61, (8.3) 
a" Erx', (8.4) 
z" = ie Ге‘ чей 1. (8.5) 


5|38 1 中 的 (8. 3) 和 (8. 4) 容 易 验证 , 我 们 仅 验证 (8.5》 
事实 上 


ete spoti- Уд. Mat + y TT 
=@бїх®+86#,„ xr" +- egt 
-4y -1 1% Sinas 


因此 


Дене + tz" ]=бїх°+х'*°84,„ = z", 


另外 ， 我 们 还 有 
д 1„„ д д 1 一 9 (8.6) 


à 2 “Oe де 2 28 
{2', ЭМ Нн лн A.U BB e 
纯 变 换 为 了 "af... 6,27, а = i, ә 5. 则 由 Cauchy~ 
Riemann 方程 得 


92°“, дж ` 
ef. 3g 7 . E (8. 7) 
‚ 027  , 95% 
Cp е 9z^ = е, . Яу! (8. 8) 


引 理 2 
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2л р . бан 
Отта npt "е; CHE hita 


" Í 0, px 
KENED 65. . РЕЯ 


FESTIS 站 
Oky лаар ela, бл, 
еі ess... е2" ; 
| 
зя 


= det 
(8.95 


ëj... sees ei . 
Z р;>п, ТЕ А, co Ap 必 有 其 中 两 个 相同 
者 ， 即 行列 式 (8.9) 中 有 两 行 相同 ， 故 为 0. X pee, Fu 
Bis cU» йз„-, 中 至 少 有 两 个 相同 ， 因 此 行列 式 (8. 9) 也 为 
0. B рав, 19158.90. | 
panki, WA, X, А, HAI нь co us 相同 的 话 ， 
ШТУ] (8.932700. ARERO EEIE А, o AnH 
His се, Ha 2 l, ce, n 的 排列 的 情形 即 可 .我 们 对 行列 
式 (8.9) 前 # 行 进行 调换 ， 使 得 和，…，%s 换 成 次 序 1 ,…， 
n， 由 于 每 两 行 互 换 相差 一 个 负 号 ， 所 以 总 共 差 一 个 因子 
ÔL. А838 uu. cU. Ma 换 成 次 序 1，…，#， 又 差 一 
因子 OiT.. В 


1 k 4 L 
бз, „ё бил i; ， 
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1 25 

ĉi “ei 

= det el. e2" 
| gl- egit 
gl... ei" 


J 
= det(1.—; vO Os, 


= (2 У р) "ВАА, бА. 


引 理 证 毕 ， 
我 们 把 MAA 2n 维 微分 流 形 ， 其 Riemann 度量 g 由 
Kühler 度量 的 实 部 给 出 ， 即 
` g= 2Reh= 2 Re(l,gdz"dz^) 
2 Re[ A, ese^dx!dx*] = [h,ze*et + hoe е )dx'dx* 


П 


= (Варез es + аре ёб )ах?ӣх", (8.10) 
Е 2» = [^,56505 + hag es 85]. (8.11) 
记 G= (# ук) <, eceng = detG, (8.11) ЖЕ 
_riH О]. 
c=E|6 gig А (8.12) 
其 中 
Н= (heg) L&a fany 
ele ei" 
MP 
ET- | 
| le ez |" 
Pl... аа 
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对 于 М L8 OMASE O (e y 局 部 地 可 表 为 


1 
0(,,а) = LT 1 or da РАЕС 


ris} 
/ANdz Хаз? A... Ada, (8.13) 
HARS det = erdt, d2 = elder 得 
中 cs) 二 Vasp eem dx A... A ах, 
(8.14) 
其 中 
05-357 25 OT Oa, af, =», UE, 
ei, 
pers, 


自然 可 把 olg Riemann 流 形 M ERY p 次 外 微分 形式 ， 
那么 我 们 就 可 以 利用 Riemann 几何 中 * 算 对 的 表达 式 (第 一 
章 (7.5) 式 ) 写 出 * oo 的 表达 式 . 

首先 ， 我 们 注意 到 下 面 一 个 事实 : 


EE" = 21. (8.15) 
实际 上 
区 1 el... el] ee 
EE = "e et... ei DEM 
vu" MR " Lu I | e 
22...21... 22" 


2n x 2n EEEE Ва, DOTEA 
• 102 = 


Deli > eigi = 2Re Se ez, 


因此 有 


- H^ 
G-E = z*( n ра; (8.16) 
即 g'e: = 585%". | (8.17 


Jg (81205, Ж 
g = detG = де H«det H edet (EE?) 
= (detH7? +22" = д2 027", (8.18) 
命题 1 对 于 任何 MM 上 的 (r，s) 微 分 形式 


= 1 ， ; 
O-701(,,57 ое dz": AN 人 dz 


Лаг JX... A dz^* 


o= 《一 了 4 21? hh Tene PE REP 
(n—rY(n-stris 
х 四 -erFi7Fe бИ on OT sn AZAN Лав" 


Хах" A... ДаР" N 
» 103 + 


其 中 4=detH. (8.19) 
XE BH: 
1 Е, Вт + а а 
* GQ = + —Ó— фо... 3,0 Ше ls’ 
| (F+ $)1715] Bf fimi “ 
. едан. dx Хаж] 
= — — “2 быка тл ше» 
(2Ón—r-—-s)1(r- 21! 


° g megirta rte 


1 mirjam 5 
° бта" Оа, атр. АСНЫ 
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ён "лел" Ut ul (8.20) 


下 面 我 们 利用 关系 式 (8.17) 计 算 


-f E hn 1 т, + = 
ИИ gm. genres ИДЕН үн 


(gm egit gh ... р!" 


 веевеоз бео вор ооо PO? то 0949 e... афо ............ 


- del E eg 


| дерет" +, д"... gime : 


‚м gh... git 


| оффе» *99 990 теа пов пог ово оов осо ооо эг» аго ав. зо» 
: gites рт" +. рө... gfemr+a 


es 
• det LEM 


d [2.227 ... g'""etr g mes ... geh | 
= et зов ооо боо ооо ооо 009 oon чо ова тез ......... ............ 
детте eg mt ee gh" tial. gmt sf 
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III .. ооо аза оза воз оев вое ^05 492 9*5 


emptis ... erri emt ет Дуве 1 
= det PP "559992492 m . 
eyes ГДУ ёз “r~r en h^ seeps h^ ris 


x 277 


u970 te) Rei hrsr h^ ress . det 999-7*»299 999 9» ........ 


ат" te Dtm ез 


ёз ёз; Care | 


= +) рол, +. Дт hr Ani Ле НН а 


1m È poo 


wer. (8.21) 
将 (8.21) 代 入 (8.20) 式 ， 并 利用 dx* = ce! dz" + at dz) /2 得 
a =(P +a) 
* 0 a 2427” pt uc ЫШ AP s. д №. 
(22 — r— S) ra sp (r +$) 
Фар Ëa asear еер, ВТОМИ 
° бя вава 2X A... Idas 
22 ?7 
ris! 


9,5, в». ТҮ: de 
BAHE es tr Bh сый" т, 


| 1 t 1 $ ч 
Ф —— gG e pi тет" eso (e тя Ó Lanin - 
I (2п—т— | ài “а, Ba тур ЕНИН 


° 1 (етй + 862) d Z?) Л ++. / eir eda’ re 


92%-"-8 qami s 


+ ёт nra). 
由 引 理 2， 上 式 中 dx" 之 次 数 必 须 为 上 -9 ВИО, ШЕ 
dz' 为 n—siKm НН 

Ci (2Ón—r—5)! . 

. (n—r)|1 (n— s)1 


аудан вана рало. Дахер LPS. 
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* Фо, чат Ba. 


52, RIA 


^ 
: Mi 


200 0) 0m —————————————— 
2" (п-п) р (0 5) 51 


рери ü 

"еее ss eip ботов 

segir seda A... Adat A dz": N... 

Хал" 

= (— D" 2427" 3i Pia, 

m= к) (п $17! 51 

АА a 

selip elpe небек ерец т, 

автав Лав" Л da" N/A ds" 
C/-12?(-nD" 
(пг) в) 1719 | | | 
e ON ens o HIA Id Лаз Adam, 
命题 1 证 毕 . 

我 们 知道 Kühler 流 形 (M. 人 上 存在 唯一 复 度量 联络 Р, 

并 且 它 与 Riemann #8 g= 2Re8 所 决定 的 Riemann 联络 


相同 . 1588 2.5 定理 3， 我 们 有 


әү. а рау. 
w). еби) 
Va(dzf) = — Г}, 42°, Va(d z^) = 0, 


д m. 9 д | 
21-6 l= п, 2, vil = 0, (8.22 
[s= ) 1 бше ` (=) ° ? 


Азер ее у iz 
= ho OTIR arenes 


vr (z^) = 一 Diad ®°, 


Vr (dzË) = 0. 
其 中 Ул = 9 xs У\=Уо ， 
да^ ` aTi 
Г? = h> hsz = zb. 5 
да" | д2? Гь 
АРШ ¿° 8, 


E фе EM E E Фай2° , ф=42° , 我 们 有 


= (0a6"+ Eru) 3 


zc 


其 中 En = ул = dag tE re, МЕ 
.因此 我 们 有 | 
Vil? = r = 04° + ГЕ, 
Vi? = 6", ,=д,$°, 
Vaga = JaPa- 
Vapa = дафо. 
同 法 可 写 出 AS" 等， 自然 地 可 把 上 述 基 本 公式 推广 到 高 
张 量 场 的 协 变 微分 .例如 有 
命题 2 ”对 于 度量 张 量 1sz ， 有 
Vaho = Йу, 4=0, улай =hF = 0. 
实际 上， 由 定义 
hes, am ду — Di hys — I Sho; 
= Jaha 一 DI hys 
= дй _ Dahar hr AV, 


Tipe = фо Ау (8.23) 
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za — (Jahar) в 
= Jihaz _ Jihaz =0. 
m Oh H kazh’? = ба» Йй E Vahi RAT =0, BEF FI 
hag, з= х= 0. 
由 于 对 高 阶 张 量 场 8 我 们 可 以 定义 其 协 变 微 分 Vx5, 因 
此 RCX，Y)S 是 定义 好 的 。 对 于 张 量 场 5，T， 容 易 验 证 下 
述 关 系 式 
R(X, YX S@ T) = RCX, Y)S@T + SQ RX, YT. 
(8.24): 


对 于 M БЕ ШО, ЭЛЙ 
O = O) (r sa) 


= Фе лавр dz^ А... Adz“ Ad3?' A ... Adz2 


据 8 2.6 命题 4， 我 们 有 


Qa 1-8 pf у: Lu ^, = (avas = В з. КА) 


Qa, a ау ЗЕ = Ga, arf Pa RAS . (8.25): 


СО ал--атв sñ a РАТ Qa ap f =Ë в, I 


т 
= 2 Riz - > 
= airn ÜDa,--at-ibd аба ога Ва 
4» 1 : 


"y" 
ti 
+ > RF aO a ma fiic BI tira ж 
4= 1 (8.265: 


сато а осо заз) = о 而 得 的 .这 里 仅 以 (8.29) 


为 例 加 以 验证 . 
由 于 
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{л 2 27) M Гео, a efi Br RAT Oa Lapis a7) 


* dz^ A. Лаз" * (8.27) 
5j 


e ат Nee Л dz^s + Slo, sui dat A Adz 
A iC jen Aden A Лак" A. A dz: 
дз” д2" 
+ So., maso), d 271 A e Лаз" лаг" Л Лаз? = 


141 


9 9 

由 于 н x x J^ - -Rpadet 
N g д в P gn. 
以 及 Rs z)” + RĒzdz э 
于 是 我 们 有 


9 д r 


s 
> ; T 

+ Кә OE т, TRETI TET | 
inj 


* dz^ Nee Adz"r лав? 八 … Ndz”, 
JUXBUCS.20)55, RIEA Rici 恒等式， 对 于 一 般 的 张 
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量 场 也 有 相应 的 Ricci 等 式 ， 证 明 完 全 相同 . 
命题 3 3 Kühler 流 形 上 的 (r,s) 型 微分 形式 


@ = 1 Ф аав, Ф М Adz?' Лад" Л Ada's y 
715] 


7151 


Лата ЛА. - 


(2) | до = m a > 0) arnap «Ве à 


dzi Adzt Ac Ad A dz" A. A dR”. 


证 明 ; (2) 12422 = dz^ Ae A dz”, dzi = dz A --- Ada", 


由 于 
E Oa ав, 3 хд Хах Хав 


1 r 
= зр а [osea DN 


f" 


*O aco qaatamarffiela Jen Nee 


ЕЯ ЕГ =0. BAR Г, РИ dan Лаза Ade” БЕ 称 ， 


BEDA Est rhER 45 до, оне, КЖ 其 余 各 项 求 和 


后 均 为 零 ， 所 以 有 


d (Qa, отб n „да^ /Adz^/Ndz9 =до. 
7151 


同 法 可 证 (1 >. 
. 110. 


命题 3 中 (1 ) 式 又 可 写 为 


(0%) apm 7.77. -(-DT' >; (- но Аней Жеў "n 


(8. 29А 
其 中 * 人 ?表示 去 掉 该 项 ， 
да = (до) aima efe], dz A. A dz** Ad2 A... A dz? 
命题 4 对 Kihler 流 形 M 上 的 任何 (r,9) 式 of 
(-D7* ñ 
ri(s— 0I 
dz A... Adz Лаз" A... A 427". 


(2) 9*9 2 — Тр 
(r— 118 


dz A Ла NdR A + A dz, 
ЕВ: НТ 0° = – +9+*, 0*= 一 *90x*， 下 面 我 们 将 证 明 
《2 )， 为 此 只 人 须 计算 


д*о = – ждж, 


(D ӣд*о = 


иі 2 _ 
e gag РАД: Ву, A 


^a TI x 


首先 据 命 题 1 
V- 1»«-D* 


AT 


Ы) 


— АЕ mn 1-— n 
. Qa, a PN Oa n.d 


АЕ: Tn. 


e dz A... Ла" Adan A... Adz 
Wiren" 


id LTEM = | ris] Бед... harhar 


BP... зв. 一 一 l- en 
.й h tO aaah ms Аи omona 


"б La rman’ (8.30) 


* ill». 


1 
Hi ы] = —— As, тя! -— n.r 
| (n= snyt(n—r) 


‹ dz” A Лаг" Ada Nda" | 
据 命题 3 中 (17， 我 们 有 


1 
(п 0) (2—7) 1 


АЛАСА АТАС 
6-107 aima 


= в з) (п ғ) (п ғ+ 1) у и те 


* 


Сін опр! not 


PETA = 


. Aamen atinar 7 


. dz A, Ndz e Ла”. Ndz? "mn, 
再 利用 命题 1 ， 得 


*Q*o- 51 (r—-1)1(n-—syi(n-—r)l (n—r-41) 


Ant ... Веза $a. 本 Pase Boston ó; тта 
Pd 


A Ghee dhe 
‘dar A Ла Adgh Лат". (8.31) 
(8.30), RNE 
heh Аааа priis ten Fn були 
e Aamos Torn es тб вв аараан 


~V - 4 n > LII _ _ _ _ 
СУ = 1)" (1) UTE LE ssh” -eint hn Fisoo EAE 


= 
= 


risi 
дуття ehehe en ДО Ат hP ee M PO ао, - 
1 一 一 3 в de ся а 
ов. e EE er Она І" гух, А 


° 112. 


аа рт, ру наты 
= rs ' 
sa „Вет 701 ША какта. .J* Annu honos En-a f But an 


mn 


` 1 .- == = 
і Tou 3:64 а днева "бт ера-ера Оа: ната Bet 


CY - 12^ CODED ya, „+ 


rls! 


上 cg 
° ян 


— а 
° ІТ, aen O armar g: F as 


(Ja ees B= En- 


ар" ao-r*DI,. hw eh le бешт" 
= 715] 


“баа РОВС. Qa, 
Oan TITEL “вз 7 
Q/-1'C D'"G-r*DE pte eD- an 
= 115] 
(= 1) e(n s) ETE armarji nt 


e. 113. 


mür 
viae 2 


= Vt) (эру 
rlsl 


(пк) р (п в) рер роон F 
= Q/-1)(- 1) тееп -r)c-s)t(n-re1147 
* Фоки бла * (8.32) 
把 (8.32) 式 代 进 (8.31) 式 得 | 
зд; = coins нине 45°" /N A 
dzer NdR AN s Ndz", 
命题 4 中 (2 ) 部 分 证 毕 . (1) 同 法 可 得 ， 也 可 由 3*w = 0*0 
得 到 . 
用 张 量 分 量 的 记号 ， 命 题 4 中 的 两 个 公式 又 可 写 为 : 
(12) (QQ*o),.... р.р, = DIA У Daa prg оэ 
= (1) "АО ma Ima z. (8.33) 
(27) (джо), „ара. = TR Onaman реро Я. 
(8.34) 
最 后 我 们 给 出 Kühler ZJ М 上 的 Neumann 算 子 rl 
任意 复 局 部 坐标 系 {21 д"} 下 的 表达 式 . 
命题 5 对 于 天 ihler 流 形 MWM 上 的 任何 (r,9) 形式 


Ф = ZE OQ, ap ЧЕ Ie Маг" A dz! Aves A dz^s, 


我 们 有 
По = (Oo) 2 5. 7,02 A. Adz A d2 A... Ла, 


(Do) a, op iB s 


- F ғ.рі 
= Возр ga Th R15 x 
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Qa,.-ag. 1 ag. marp BAR Е Аер з 


= 


т ЕЕ — 
M Ката armarji + àa Ê hae я? 


(8.35) 


其 中 Rp. = - SP, Гі, =. 
证 明 ， 由 于 口 =3*9+9*9=5*j+33*， 因 此 我 们 计算 
(9*9 + 33*)@w HT, ER 


(Qa). ego a C—O ~ D Ураа серет а э 


дА 0 


以 及 (8.33) 式 ， 我 们 得 
(0* 0o) armari p. 
=(- Dr ih *v.(00),,— 75 iHa 
z(—-1fi- Dt» Gv, V3 Os arces 
` а, 3 


+ (— DIA? Va VZ нора, 
A=1 


= 一 `; heP а) asan qat c Dti? 
af = 


. — A _ =. 
азнав" у, “8 3B (8.36) 


另 一 方面 ， 
《96”@)。 marp imz я 


= (— 1)° >С D^" yr G O amara uer, ) 


ixl 


Ы] 


= – У (1) vs? yoo FFF 2. 
Аа1 - 
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G D „арор, УС і) уу, Va 


¿=1 


a а, E (8.37) 


所 以 有 


GL Pr 


二 DLE ze- 5-1 e RE зә) 


° а, чакру ра LÀ 


其 中 a( 9 д ) -YY VES Ус ә. ə y 9. 


ЕРШ à z^ л. “aza 98, 
H Ricci 恒等式 (8. 26)， 我 们 有 


_ дла д д Ша — 
> (-1) в Е КА 


un > ( т ух"? [a.a р rf Pn Ре 


A 
一 Qa, arg yim ра ap 1 
5 


r 
ag + ^ 
+ Ууу - 1% Wb азау, Ооз зол, айл marg gin mas 
A 


T 
一 Rj.,,0 armar. HE = 


д? 
_ D Rhan Ф озо, r, = ГАК Жы 小 (8.39) 
+ 


注意 到 


h** RT pafa OamarA BA фа, = бз (8. 40) 


ра? КТ as, = UP. AUR, af, 


关于 指标 P ЯП Т ERR, Tm 


_ 8 

关于 和 二 是 反 称 的 ， 故 有 (3.40)， 其 中 记号 人 表示 在 原 
T 

来 球 所 处 的 位 置 用 了 和 蔡 换 掉 Fs， 因此 得 


"A д _ 
一 >; (一 DAR c TA aimar f P py 
A=1 


T 

я  — +<“ 一 

7 > (= Dl R af ‚© азо aq map PiP >В в 
4-21 


x _ 2- à 
tRj0 armar? E a 


= рав рі _ o —— — 
h R; {2 FaOai май G4:1»ap G1 B i BA B B Ат В в 


— h* R$ у 0. a Fi Fia Eas (8.41) 
将 (8.41) 代入 (8.38) 即 得 命题 5， 

在 本 节 中 ， 我 们 采用 的 方法 是 ， 将 Kibhler WEM, А) 
视 为 2dimoM 维 的 Riemann 流 形 (М, 2Вей), jg M ЕК) G, 5) 
微分 形式 @ {в + s) ИЭ E R oprt), 利用 
Riemann 情形 的 结果 写 出 *o， 然 后 再 用 复 的 语言 把 o, Ej 
ВНЖ, НИН он, до М 9*o № Я ЖЖ РН. 
达 式 .最 终 在 复 坐 标 系 (8. 66, x) 下 写 出 Neumann 算 子 
的 表达 式 来 ， 需 要 指出 的 是 这 种 方法 并 不 要 求 流 形 M 紧 致 或 
被 作用 元 素 o 有 紧 支 集 ， 特 别 地 ， 若 M 紧 致 ， 则 命题 4 中 的 
公式 可 利用 分 部 积分 的 办 法 很 容易 得 到 . 


• 117. 


$2.9 Kähler 子 流 形 


设计 为 m 维 Kihler CE, МЖМЕЈ я 维 全 纯 子 流 形 ， Ep 
NOM HEE A. (holomorphic immersion), a<m, ММ 
复 结构 Ju 限制 在 N 上 为 N 的 复 结构 Jy. М 上 的 Hermite E 
Е hy #0 Kühler 形式 ом 限制 在 N 上 为 N 的 Hermite 度量 hy 
和 Kabler 形式 ow. 18 8 2.4 定 理 3, 我们 知道 和 N 为 Kiihler 流 
JÉ. 分 别 用 Ум м VP СМ, 2Вевы) MN, 2Кей») 的 Rie- 
mann 联络 (等 于 其 复 度量 联络 ) . 
N 在 M 中 的 第 二 基本 形式 5S(X，Y) 有 下 述 性 质 . 
命题 1 
$(X,JY) = S(JX,Y) = J$(X,Y) = J$(Y, X) 
(9. 1) 
证 明 ， 对 于 六 上 的 切 向 量 Х,У, НАЙЯЖЕЖЯМЕ 
的 切 向 量 。 记 
| VYY= VrY+ 5(Х,У), 
其 中 IY 为 N 上 的 切 向 量 ， 称 为 切 向 部 分 ,而 SC(X, УЕ 
于 TN， 称 之 为 (VY 的 ) 法 向 部 分 ， 据 子 流 形 的 一 般 理 论 知 
VY AN Е Riemann 联络 ， 因 此 3*” 即 为 N 上 的 复 度量 联 
# VN. 
由 于 MM 入 都 是 Káhler 流 形 ,所 以 有 
$(Х, JY) = V4JY ~ VEJY = Луму — ГунҮ 
= J$(X, Y), 
ig SX, Y) ios ЖЕ 
SUX,Y) = S(Y,JX) = J5(Y, X) = J8(X,Y), 
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ЕМ БЕХ, УЗЛЕЗ, ХУЖЕ 
面 记 为 т. 根据 著名 的 Gauss 方程 ,我 们 有 KX(n) 与 K^ (z) 
的 关系 式 | 

KY (т) = KM (a) + gM (S(X, Yo, 5(Ү,Ү)) 
— gu (S(X,Y), 5(X, Y)), (9.2) 
其 中 ем = 2Reh y, 
AER У=УХ КА (9.2), 8 
Ку (m) = K” (z) + g” (S(X, X), $ JX, ЈХ)) 
~ g” (S(X, JX), S(X, JX)) 
= КУ) = 2ри(5(Х, X), $ (X, ХЮ), 
(9.3) 
六 此 有 下 列 命题 

命题 2 МЛ Kühler 流 形 MM 的 子 流 形 , 则 NN 的 全 纯 截 
曲率 不 超过 M (相对 应 ) 的 全 纯 截 曲率 .。 

对 于 单位 切 向 量 x cT, (М), 我 们 选取 Х,,-..,Х, Xais 
© X, CT,(M), 使 得 X, t$ Ka ETN), Н. Х,, te, 
X ns JX,, trt, JX, 构成 T,OM) 的 单位 正 交 基 。 所 以 有 

RicN (X) = RicN (X, X) 


= УЕ, X, X, X) + RY QX,, X, JX,, Ху] 
1-1 


(9. 4) 


及 
Ric#(X)j= Кс (X, X) 


= > Tr RucX,, X, Xo X) + RY (1X,, X, IX, Ху] 
121 


(9.5) 
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利用 (9.。1) 式 与 (9,3) 式 ， 直 接 计 算得 
Ес^(Х,Х) 


= > CURA (X,, X, X,, X) + Rx (JX,, X, ЈХ,, ху] 
$21 


-2 91" GUOG, 20, SCX X). 
$251 ` 


(9.6) 
再 由 (9.5) 式 及 (9.6), 5 НЕ NUM EJ Ricci 张 量 间 的 


关系 式 
Ric" (X, Ху = RicX(X, X) 


ш 
- Ж УК=(Х,,Х,Х,, X) + ВМХ, X, JX, Ху] 


tanti 


-2>у#“(5(Х,, Ху,5(Х,, Ху), 
£21 


(9. 7) 
PRU 
命题 53 BMJ m Kühler 流 形 ， 其 曲率 为 零 , 则 M 的 
БЕ МАН ДЕН Ricci 张 量 。 即 对 入 的 任何 切 
VIE XH 
Ric* (X, X) «0, 
直面 我 们 计算 第 二 基本 形式 8 的 迹 . 还 取 单 位 正 交 基 
X, Uy Xas Ue Xs JX, tts JX,, 于 是 有 
Traces = $(X,, X) +SGJX,,JX,) +. 50X,, X,) 
T$(X,JX,) +++ + 5(Х„,Х„) 
+ SOX IXan). 
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HF SEIX, JXD = ВХ, XD = - S(X,, XD, 1«i«m. 
因此 Traces=0, 于 是 有 下 面 命题 . 

命题 4 Kihler HEM 的 任何 全 纯 子 流 形 均 为 极 小 子 

从 以 上 简单 讨论 知道 ,Kahler 子 流 形 的 性 质 与 Riemann 
子 流 形 性 质 相 比 更 为 特殊 ，M 为 Kühler н, МУМ 3 
关系 更 为 密切 ， 而 在 Riemann 子 流 形 的 情形 下 ， 若 余 维 数 
(dimM -dimN) 比 较 大 时 ，M 和 六 的 曲率 关系 是 很 弱 的 ， 

最 后 ， 我 们 作为 前 面 命题 的 运用 ， 给 出 所 谓 Stein 流 形 
的 一 个 必要 条 件 . 

定义 ”对 于 ” 维 复 流 形 M， 我 们 用 HMM EKRA 
21. МАК Stein 流 形 ， 若 下 面条 件 满足 

Q) Май), ВЕНЕ Т КСМ, 

К={РЕМ | If Cp) «варі» vicHqn) 
也 是 1 的 紧 子 集 ， 

(2> HOM) 分 离 MW 上 的 点 ， 即 对 于 任何 加 2 C M, FE 
ТЄН(М), #5 IPA (9). 

(3 M 上 的 全 纯 函 数 给 出 M 的 的 局 部 坐标 ， 即 对 于 任何 
pPEM， 存 在 ff，…，。，f"EHCM)， 使 得 (Р, +з, PAPÀ 
附近 的 复 局 部 坐标 . 

显然 Stein БЕ C^ heihi, BITE Stein 
流 形 上 存在 丰富 的 非常 值 的 全 纯 函 数 ， 所 以 Stein 流 形 的 概 
念 在 多 复 变 中 是 一 个 很 重要 的 研究 对 象 . 下面 这 个 命题 给 出 
了 Stein 流 形 的 一 个 必要 条 件 . 

命题 5 任何 Stein 流 形 上 均 容 许 一 个 完备 的 Kühler EE 
量 ， 其 全 纯 截 曲率 非 正 、Ricci 曲率 张 量 负 定 。 
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WEB] ЕЕ. Remmert ЕШ, n № Stein UD N EU 
族 入 到 Cn 中 作为 其 闭 复 子 流 形 。 (L, Hö rmander 
з) Ап Introduction to complex Analysis in several va- 
riables, së R, Guning and H, Rossi, [68] Р219—226). 

由 于 C" 的 曲率 为 零 ， 根 据 命题 3 和 命题 2 ， 立 即 推 
出 命题 5. 
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第 三 章 Riemann ЖР 


热 半 群 的 一 些 性 质 
$3.1 Z| É 


MA n 维 完 备 的 Riemann 流 形 。 在 局 部 坐标 系 {x'} 

T, ШЕШШ 
ds? = g,,d x'dxi, 
这 里 及 今后 使 用 和 号 的 省 略 . 

我 们 用 V 记 M 上 的 Levi-Civita 联络 ，* 为 Hodge Æ 
су) ATF. Moo 记 外 微分 算 子 2 BJ E ВР, de(z) = 
A/ € dx! Л --- Лх" МЕЖЕ, ЯН о -det(g,p. 

我 们 要 研究 的 算 子 是 Laplace ЯЖ А. ЕЖЕНЯЯХ 
样 的 符号 约定 。 使 得 A 成 为 负 定 的 . 这 就 与 第 一 章 中 算 子 A 
相差 一 个 负 号 ， 而 这 种 差异 是 分 析 学 家 与 几何 学 家 不 同 爱 好 
所 致 ， 并 且 各 自 有 着 不 同 的 理由 . 这 种 差异 不 是 本 质 的 ， 只 
要 在 我 们 讨论 问题 前 说 明 采 用 何 种 符号 即 可 . 

作用 在 M 上 的 函数 上 ，A N Laplace-Beltrami 算 子 


A= = av Eni jh) fec" an, 
其 中 ё1)*&7^ = дь. 
作用 在 微分 形式 上 , А 取 Hodge-deRham 算 子 
А = ~ (dó + ód). 
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作用 在 张 量 上 ，A RA Гаріасе-Восһпег 
А= VIV is 
其 中 Уу= Va Vic-g vy, 
Ərd’ 
定理 63 对 于 完备 的 Riemann 流 形 M， 其 上 的 Lapla- 
ce 算 子 A (作用 在 函数 、 形式 或 张 量 上 ) 均 为 本 质 ;(essentia- 
Пу) AEAF, 
Ами Laplace 算 子 出 发 ， 我 们 定义 相应 的 热 算 子 工 = 
A- 小 (作用 在 带 参数 + 的 函数 ,形式 或 张 量 上 ). 


ik Ag Laplace-Beltrami 算 子 ， 则 热 方 程 


Lu (2, è) -( А utem )-20 

的 基本 解 称 为 M 的 热 核 . 

确切 地 ， 我 们 有 下 面 定义 ， 

定义 1 МИЖЕЕ—-ЛИЖНо, у, 2), x, yE M, r€ 
R*， 且 满足 下 面条 件 ， 

(H) 如 关 于 所 有 变 元 连续 , 关于 前 两 个 变 元 ( 称 为 空间 
2830029 C? 的 ， 关 于 第 三 个 变 元 ( 称 为 时 间 变 元 ) 为 C: й. 

(Н,) L,H(x, у = 0. 

(H) РЕҢ z€ M, 有 

lmH (z, +, z) = 6,, 


t—= 0 + 


其 中 д. 为 在 点 * № Dirac 分 布 , 即 对 于 任何 M 上 的 具有 紧 支 
集 的 连续 函数 了 ,有 
limf He, у,2)} (х) dv x) = JO). 


0+ 
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类 似 地 我 们 可 以 定义 对 的 p- ERR OSP). 我 们 有 下 
HEX, 

定义 2 1N 上 的 一 个 光滑 依赖 于 时 间 人 参数 СКУ 的 双 P 
形式 Нох, y, t) ЖМИ р- 形式 热 核 , 若 

(Hp H(z,y, 0 关于 所 有 三 个 变 元 连续 , 关于 前 两 个 空 
间 变 元 为 C* 的 ， 关 于 最 后 一 个 变 元 (时 间 变 元 ) 为 €! 的 . 

(H3) L,H(z, y, £) = 0, 其 中 


L, = A,- 2, A,= -一 (4,0, + 6,4„), 


(Hi) 对 于 M 上 任何 具有 紧 支 集 的 连续 p- 形 式 O, Ж 
limf Hos AFO) = 9. 


10+ 


Е ЫШ X 1 和 定义 2 均 不 需要 假定 1 为 紧 流 形 ， 若 1 紧 
I 不 需要 f 有 紧 支 集 ， 这 自然 是 满足 的 . 

对 于 Hermite 流 形 ， 完全 类 似 地 可 以 定义 (т, 9) 形式 热 
核 ， 从 上 面 定义 可 以 推出 ， 若 热 核 (p- 形式 热 核 ) 存在 的 话 
必 唯 一 ， 对 于 许多 流 形 而 言 ， 比 如 紧 致 无 边 Riemann 流 形 ， 
АЖ (p- 形式 热 核 ) 都 存在 ， 这 方面 的 详细 讨论 参见 [16] 及 
[15]. 

在 本 章 中 ， 我 们 将 对 紧 致 可 定向 完备 的 Riemann 流 形 
M， 讨 论 由 Hodge-deRham 算 子 生成 的 热 半 群 的 一 些 性 
m. 


n 


= 


$3.2 Же) о ЖТА 


对 于 由 Laplace-Beltrami AF A Енг {е hos 
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下 面 定 理 是 熟知 的 。 

定理 1551 设 村 为 紧 致 Riemann 流 形 .对 于 任何 函数 #f 
ELM), № t= +оо], eti dE M 上 一 致 收敛 于 一 个 固定 
常数 . 

由 Hodge-deRham 算 子 生成 的 热 半 群 记 为 {e'*} ,>。, 其 
其 中 A= 一 (46 +64)， 在 本 节 前 半 部 分 ， 我 们 主要 推广 了 
上 述 定 理 ， 得 到 

定理 1 t MARREY Riemann 流 形 ， 对 于 M 
上 任何 L TRO PER fO pum). 当 À + со]. e'^f 
ЖМ ERKAT M 上 的 一 个 之 次 调和 形式 . 

为 了 证 明定 理 1， 我 们 要 先 给 一 些 简单 引 理 . 

引 理 1 UE M LES p ARE ибх, 0 光滑 地 依赖 于 
单 参 数 1CR+*， 并 生 满 足 热 方程 

Lu(l(x, t= 0, 

ME 


(1) (u(x, D, 29 = | (Cr, т), s; y) de (x) 


- | Hx, D) AD, 
M 


E 5 r 3 2: ER, Но, 6, ов, Bp = dimH*(M), 
为 M 上 的 所 有 fp 次 调和 形式 所 成 空间 H* (M) 的 基 . = 
(2 (и(х, D), u(x, = них, гуп} 为 1 的 碱 函数 . 
WE BH; 关于 上 求 导 得 
д 


д] “© Е) A *9 = y| "t 1), 05) ик) 


= Cs, vdv (x)= | (Au, 0) dv(x) 
м 9: x 
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-| (и, Av dv(x) = 0, J= 1, 75 B,. 
м 


这 样 就 得 到 引 理 1 的 (1)， 同 理 又 有 
aj "t D Aw*tu(x, i) 


| Qux, гу, и(х, Dodse(x) 
91) 
= 2| (Ди, u)dv(x) 


=-2(идиї+ 4и = 0. 


引 理 得 证 . 

引 理 2 iul, ғ), v(x, SAM EAT iTA 
5ЕК* 的 连续 的 p- 形 式 ， 并 且 设 它们 关于 第 一 个 变 元 * 为 
C?, 关 于 第 二 个 变 元 为 C, ШАРЖ Со, 816 (0,0, 
有 下 面 等 式 成 立 。 

[prs 1 В) жи, p) 
-и(х2, t— a) Axv(z, a) 
= | ar Jioc ё— т) A*v(, т) 


— (2,1 т) А #010) (2, т)}. 
| (2.1) 


证 明 ; 由 于 L=A - 2 所 以 有 


(Lu), 2 т) Лжо(2, т) 
-4Qu t=T) Дж) (z, т) 
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F Ju 
=| Au (z, i- т) – 2—6, о [л т) 


— (z, £—T) du D-a, ud 


= Аж(а, CL TO AxU(Z, v) - (2, t— т) A*A, T) 


+и(®,2— T) Ax2 vq, ту + c, ter) Л #002, T) 
T В 


дт 


= Диба, 1 т) Ли (а, T) -UZ 一人) A*A, т) 


+ aou t=T), #(=, 7T)). (2. 2) 
将 (2. 2) 式 两 边 在 М 上 积分 得 
| aane, т) жоба, т) 
— и(2,2- т) Ax(Lv) (z, т) ] 


- | [Ла (2, 1— T) Л #0 (2, т) 
—u(z, t-T)*AUv(z, т)] 


+| 9 culz, t— +), p(z, T7))d: 
дт 


-| 2 (uta, t— т). (z, T) dV. (2.3) 
м 


дт 
再 将 (2. 3) 式 两 边 在 子 区 间 [w，p] 上 关于 t 积分 得 
f | LLu)(z, t=T) ANZ, т)„и(®, 上 一 T) 人 
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*(Lo)(z, 7)] 


-ferf _9 culz, ¿— T), v(2, T))dv (2) 
, „07 


= | ue,- В) Л ev, В) -#(2, t-a)/*v(2,a)] 
引 理 2 证 毕 . 
从 引 理 2 我 们 可 以 推出 微分 形 式 热 核 的 一 些 基 本 性 质 ， 
即 有 下 面 命题 ; 
命题 1 M 上 的 p- 形 式 热 核 车 存 在 的 话 必 然 唯一 , 并 且 
关于 两 个 空间 变 元 对 称 (0 委 ps2). 
证 明 : UM 上 有 两 个 Р- ERR H, MH, Жи 0 < 
pxn, ЎТ 
u(z, т) = Н (а, x, т), 
о(2, т) = H(z, у, т), 
利用 公式 (2. DR 


[ He, x, 1— В) ЛН, (х, у, В) 


= | (Н, (2, x, t- а) /A*H,(z, y, a). (2.4) 
и 


上 式 用 到 了 LH,= LH, = 0. 在 (2.4) 中 命 gyf 0,81}, В 
得 


H,x, y, Y= Hi, x, D. (2. 5) 
同 法 又 可 得 
H (x, y, t= H,(y, x, 1) (2.6) 
在 (2.4) 式 中 命 gf+z， B 0s RTA 
Hay, x, 1) = H,(z, y, 5. (2.7) 


ЕН (2. 5), (2. 6) 及 (2.7) 式 即 得 命题 1 . 
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由 Hodge-deRham HF А = — (40 +04) 生成 的 热 扩散 
半 群 {fe'*} ,>o ,对 于 M 上 具有 紧 支 集 的 光滑 РЈ РО), В 
(e'hf) x) = [не y, DAO). (2.8) 


需要 说 明 的 是 ， 由 于 好 完备 ( 记 М ERA L yp- JÉ 
式 组 成 的 空间 为 碟 )， 所 以 Hodge-deRham 算 子 A 在 二 上 
是 稠密 定义 的 自 伴 算 子 。 因 此 对 f ELIM, (ерт х. 
有 了 上面 准备 ， 我 们 下 面 开 始 证 明定 理 1 . 
定理 1 的 证 明 ， 
由 于 ef 为 热 方程 
ди 


—— = Au 


д: 
的 解 , НТН, пелі 2 RRA. 所 以 当 ft— + co 
Bj, Пер ЕДЫ. ЗРЕНИЕ А BB BE. 27 
最 小 ， 而 =le'* 有 |: 随 着 : 增 大 而 衰减 ， 因 此 我 们 可 以 期 待 
€ 14f 趋 于 一 个 调和 形式 (7r-> + co). 
由 于 
[е'^;- e*^f|E 
= е'^} — 2 үе 2 ^fil?--lie*^fl?, (2.9) 
ETHE etti Ж L 中 收敛 . 
对 于 固定 的 T> 0, {ЕЕ «ЕСМ, t, sC€R*, Ж 
] (eC АР есе» Ар) (x) | 
= | e*açetajp- e*^f) (x) | 
< на, y, Дне ар et^ f) у) 


«C «e ^f - егар, 
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Жн C ЖЖ, Ae ЙЕН ett М Еф G—= 
+co)， 设 其 极限 为 Hf, Hf 为 加 形式 ， 根据 
Гес DAE S e^ c Hf) | 
јер Hf {зир Бх. s Du 
WN >T, Нат 
Гес аре снр) | 
«lle'^f- Hfl -supH Cæ, s, Т, 


于 是 有 . 

0 = Пт (e(5* D^ р} -е'4АЫР = Н} —е'^Н}, 
ЕВ Hf=e:* (HP, DT (2.11) 
ха 


AUD = Асе'^Н у =Le tACHD)=  Hf= o, 
дг д: 


ВАЖНЫЕ Ех, 我 们 得 到 的 Hf 为 一 个 9 次 调和 形式 、 
定理 1 得 证 . 
利用 定理 1 ， 我 们 可 以 给 出 Hodge 分 解 定 理 ( 风 $1.7 
的 Hodge 定理 ) 的 一 个 简单 证 明 . 
Hodge УЖЕ: 设 略为 紧 致 可 定向 的 有 iemann 流 形 ， 
则 A,CMD C1 <p<n)# TIBIE3 EL AL Е, 
А (М) = 4AP (HH? CM) 6 A? * CD, 
RE, АРЕН ое AP" (M), НЗ Ho 为 调和 形式 ， 
可 以 证 明 e'*@ 依 指数 速度 衰变 为 Hw， 因此 可 令 
Go = | Tetto- Ноја. (2. 12) 


由 于 e'o EM E— So ST Ho, RME 
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АСо = [ALe to – Ноза = | er cet Ho) di 
PES о t 


= lim e'o- lim eto = Ho- os 


i+ e i0 
从 而 有 
w= Ho- Або = Но + dôGo + ódGo, 


正 交 性 是 显然 的 ， 这 样 就 证 明了 Hodge 定理 . 
$3.3 ЖА ЕЖЕ 


在 本 节 中 ， 我 们 将 讨论 热 半 群 的 工 〈1 <р< + co) Е 
性 ， 通 过 对 流 形 M 的 遇 率 加 以 限制 ,证 好 了 Hodge-deRham 
算 子 生成 的 热 半 群 的 L” 压缩 性 . 

К. $. Strichartz 在 [31] 中 证 明了 作用 在 函数 上 的 Lap~ 
lace-Beltrami 算 子 А 所 生成 的 热 半 群 的 L? ASPS + co) B 
读 缩 性 质 ， 即 对 于 任 任 1 <p< + co, dH 

eefi Sii 6, FEL? (M). 
H. Hess 和 D. A. Uhlenbrock 等 在 L327 ЕН, FHER 
数 上 的 Laplace-Beltram: 算 子 生成 的 热 半 群 的 Г” НЕЗ ET 
以 推出 作用 在 张 量 上 的 Bochner-Laplace 算 子 所 生成 的 热 半 
群 的 2° 压缩 性 .本 节 讨 论 Hodge-deRhan 算 子 生成 的 热 半 
群 ， 主 要 结果 是 : 

ER? 设 对 为 完备 的 Riemann 流 形 .A= - (dó + ód) 
为 Hodge-deRham 算 子 (也 称 为 Hodge-Laplace #7), 由 
它 所 生成 的 热 半 群 {e'*} ,>。 有 下 面 结论 . 

(D. {e't}. 总 是 L^ Ей, 好 对 于 任何 上 ;中 元 素 h 
有 


e 129. 


е", = «У, ||, 

(2) X М ifj Ricci 曲率 处 处 非 负 ， 则 热学 群 fe 4). Ë 
其 在 1 形式 上 为 L?(1 <р= +оо) 压缩 的 , 即 对 于 任何 wE 
L?(M)， 有 

lle*^all ,< а, 

(3〉 若 在 Gallot 和 Meyer" 意义 下 ，M 的 则 率 算 子 处 
АЗЕР, е") ,> 对 任何 РР +оо) МЕ LIEB, 
Hp | | 

le'^fl«tllfl 5 ЄМ), o <r<n 
为 了 证 明定 理 2 ， 我 们 首先 给 出 若干 引 理 . 

引 理 3181 在 Banach ZzjB] X rpg ag ae XC n0 BELL LÆ 
RBS SEBEA He 28 SERE? НАХ Ч 

(1) L AR GAMAT (dissipative operator); 

(2) 存在 40,0573 А1— L ZEL S) X 8 rB E X uk us 

对 于 Banach 空间 和 = 工 ?CUM) L=A, Bi] 5| E 3 中 条 
件 (1)，(2) 可 表述 为 

引 理 3 IH Hodge-deRham 算 子 A 生成 的 热 半 群 是 上 L” 
压缩 的 当 且 仅 当 

(17) | u |? 3u, As 和 0， WC, 


ОЖ «C Li +21) A20, E5 


Ан = Au, 
Ar 9, УМ ЕД НЕХ СИ: XC J sÑ EF pk: 
的 空间 , BIGE Ё 中 稠密 . 
бүза 49 用 Boo iS Мр ЖА, 7 为 半径 
кина, имя, нЕ Жир, 。 使 得 
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Prsa (в, =100< 5), 0 «фе, в, m 1, EAE В, ZI ps. 
18270, ЖП. mp。 为 Lipschitz 函数 ， 还 满足 估 讨 式 
| уф, sij C GT r)", 
其 中 C 为 常数 . 
下 面 我 们 开始 证 明定 理 2 ， 分 三 个 部 分 完成 定理 的 证 . 
Hj. 
定理 2 的 第 人 1) 部 分 的 证 明 ， 
首先 对 于 任何 xzE 允 -一 470M)， 有 
(14122, Au) = (и, Аи) = (м, — dôu – Ódu) 
= — Clóul|£ + Паи 5) < 0 (3.1>- 
其 次 需要 证 明 ， ЖЛЕ u G Е», Ж А> 0,148 Au = Ли. 
下 面 我 们 就 利用 反 证 法 证 明 这 个 结论 ， 如 若 不 然 ， 我 们 取 函 , 
Жф=ф...(0 <<). 考虑 | 
А(ф?и,и) = (piu, Àu) = (р?и, Ли) 
= — (4(ф?и), и) — ((ф?и) ,Ów). (3.2) 
ИО (р?и). ЖИЛА X. e. XQ МАХ 
JR нй e, e. о” HV C 
d= Eo AAs ô=- XKX Vp 
我 们 有 


du) = — SIG V, Gphi) 
J 
= – УКХ )2ф: (ууф) ++ p? VT 
3 


= ф’би- `>;|2ф\уур[1(Х,)н], 
3 
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因此 得 


(б(ф?и), 61) = (pòu, би) 


一 PX (29V,9*«) jv) 
1 
= (ф*би,би) ~ (Sio vig uso! nôu) 


= (gOu, ди) _ (e (Zi20-v4o7) л) 
j 


= (ф°ди, би) ~ 2(4,9dp A ди), (3.5 


将 (3.3) 式 代入 (3.2) 式 有 


0=<2А(ф?и,и) 
= — (d (pu), ди) — (Ó (G°), би) 
= 一 (pdu, du) — (2фаф Ли, du) 
— (pôu, 01) +2(u pdo Л дм), 
(3.4) 


出 (3.4) 式 可 得 


又 由 于 


llgdu] + loóul 
«2|(pdg Ли, du) +2|(и,фаф A dw) 
<2114||.. + llulla. (Ip dl]; 
+ 2il2oll- » liull- 11641, 
= 2129] - llall фан], + |фди|,). (3.5) 


2|lpdull = (рди,  lp dull + ip. duii 
«2| oll. ||, 194811, + lipoull,), (3.6) 
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一 
Eni 
EE 


lipd ul|; + |\фби\|, 
. ligul + |[фрби||% + 2||ф@Фин\\„*|фбм\\, 
ligo dz]; + 11фди!1. 
«2|idgi. 101, <2Klldoli-, (3.7) 
Жн K ZJ E Ж. 
ЖЕ (3.7) 式 中 ， 对 于 函数 = Фф,» [|] ДЕ r> 0, 令 ғ 
+оо, 145 
idul, + 116411. = 0, 


Hldu-óu- 0, 所 以 有 w= 二 Aw= 0 ， 这 就 证 明了 不 存在 


uCL, K А> 0, Ж Ли= xz。 与 (3.1) 一 起 就 完成 了 定理 
2 的 第 41) 部 分 的 证 明 . | 

(2) 的 证 明 ， 

首先 征明， 对 任何 p <р +оо), ЖЕ > 0 及 一 


次 微分 形式 a ELICM)， 使 得 Aa=ha， 其 中 广 + 方 =- 车 


不 然 ， 即 存在 ¿2 0 ж асі 使 得 Aa= Аа. 
根据 Weitzenbock 公式 ( 见 81.7 定理 2) 我 们 有 


Ala, а) = (Ва, а) 


il 


一 У Vra, Уна 
t 


+ (0, >o: AIO ROG, X) a) 
[EI 


ti 


ИСЕ (а, Do AID 
f $.) | 
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ORX Kpa). | (3.8) 


设 а= Dho 我 们 定义 @ 的 伴随 向 量 or = УХ, 


А 
R(X, XX= Ri, X, 
JII] R(X; X Jof = - Rt, o. 
于 是 我 们 有 
>ИОХ,УКОХ,,Хуа 
0.3 
- Ир UG X fro") 
14,1 
= - Б КОХ ОЁ, o0 
1.1 
- 一 Sh R5. (3.9) 
1.3 
(3.7) N IÇ A (3.8) SC 
А (а.а) = 一 > HV х‹@®||@ - | Ric(a*,a*)dvs0, 
t и 


这 样 就 与 假定 巴 盾 ， 因 此 对 于 任何 pC1 <р + со), FEE 
2> 0 K a € L1 (М), Е Ла= Аа. 
其 次 需要 证 明 ， 对 于 wEBCACM)，w= Уно, Ж 
Cul?  ?4 Аш) < 0. 


事实 上 ， 
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(|P u, Au) = (ta тш, S) Vin) 


+ (idt tu, Ула AIO) ROG, Хри). (3.10) 
5.4 


H F Laplace-Bochner A А p B 3A 2E S8 A 1” Fe £i 89 031, 
所 以 有 


(ur и, Зухи) < 0. 
€ 


出 此 可 得 
Cp? 2и, Au) 


<(м’ Tia, У! А IG) ROG, Хун) 
$,3 
= 一 (К f suro, jul? Zeni 0) 
-- | Ri gu? tto 
M 


(2) 证 明 完 毕 ， 


在 证 明定 理 最 后 一 部 分 前 , 我 们 首先 给 出 曲率 算 子 p 的 
хх. 这 是 Gallot 和 Meyer 在 1975 年 引进 的 . 541 

对 于 任何 点 СМ, ЖХЯТ ps 如 下 : 

Pz: А?СМу——>4*(М) 
Х* A Y*— >p, .(X* A Ү*у, 
使 得 
(p, CX* AY*), U*AV*y= (R(X,Y)V,Uy, 

т: X,Y,U,VcT,OD, TEVET: M), V* 表示 在 


° 138 + ` 


对 偶 空间 T,* OM) rH SENSE. Вр zy XX, 为 T, (My 


HUdÉ, o,o" УНА, ЖУ = >, eX, 则 V* = 


>，otof。 由 于 曲率 张 量 的 性 质 ， 我 们 知道 算 子 o. 为 对 称 算 


子 ， 所 以 称 它 正定 是 有 意义 的 ， 

今后 我 们 称 p,2>C, C 为 一 常数 ， 是 指 对 于 任何 cE 
AM, Alpa) C lall. 而 р2С E E ЗАХР 
TIR «CM, HA p,2C. 

为 了 今后 陈述 方便 ， 我 们 再 定义 一 个 映射 P, Co <k< 
п). 

P, (ЛМ) A (4*М)—> A (М) A A OM). 
a A Bi—9P(aA В), а, ВЕЛ" (М> 


其 中 РьаЛВ)= У (Хоа, ІХ) Byo' Ao, 


$, 
记 Ela) =P o А1(ХК(Х,Х)о, аЄА*(М). 
t.j 


我 们 有 下 面 引 理 ， 
引 理 5 对 于 任何 cE4” М, Ж 


R(X,Y)a = Ў (КОХ, У 9 Л 1(XO a. (3.11) 
证 明 ， 对 于 ое 4: UD, БШЕК ШЕЕ ЗК ДИ. 对 


FMR А-К, АШ АРЕАЛ e" A A о" Ж Х=Х,, 
У=У, 验证 ， 然 后 利用 线性 性 质 即 可 得 到 (3. 1), $ 
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а= o" А: А о“, 
R(X,, X,) (^ A --- A of* (X, X, 


k 
= 一 Уо" Л ... Ло" 

OG ROS X2 X4, 7 X, 
二 二 Po" A-- A o 


Xart Ri, X, em, Ху.) 


lI 


- ROP (3.12) 
1. + 
5-— 218, 
УКХ, Хро") AX Co* А A off) 


А (O: PRESO: OD) 


- УЈК;, о" ЛІСХ,) (ө Аз AG (GG, X, 


-DEOR o (X. DIX D (o A A o) 


. (X 


963.) 9 °°° X oc)» 


lI 


т г 3 
一 ео ин: OVI seca 


_ Рр" бита 
м уан лр БЕ КЕЛЕЕ 
т, l 
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= (RCEG,X)) a) (Kj X,,). 
Amo 为 { 1,2 s ooe, К}, е(0) ТАЈ. 
引 理 6 对 于 任何 o, p EAM), WA 


(- Ea, B) = D p Pia Nw), P ЛФ!) ), 


其 中 求 和 是 关于 多 重 指 标 1= 0,940, 1 <i <. Si In 
求 和 。 
WEBB. 根据 算 子 Pe 的 定义 有 


У < Рь(а Л 9001, Рь(В A 9) 


> (ШИбра,!(Хро o, A 0,1, 


istefsi,k 


UXD, IXa Do Ла") 


l 


У) (ра, (рог). ІХ) B, CO 0) 


1.1,4,1,kh 


-(pco! NoD, o Aot) 


Ш 


У! Xda, Xpo). (Ио BLOG) o) 


Тор. k 


|. (В (X,, X Хь, X 


(Go! AlcXoa,o') (o^ Л Хр) Bo!» 


iM 


M (R (Xis X) (Xe) ‚Хр 


= У) (e Ala o" AXDP) Riss 


1.3.6.1 
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ШШ 


$5 (AIOXOa Rio ЛІСХО ВУ 


sje 


>] Co 人 1(XDoy CC RGX,, XDD A СХ) Ву 


f fet 


= – S Л (Хуа, ROX XDP) 
$, j 


= 一 S lao Л 1(ХуКОХ,,Х у В) 
t, d 


= (а, — Ef) 

=(- Ea, f). 
定理 2 (3) 的 证 明 ， 
首先 考虑 ， 


(lal? 72а, ^a) 


= 他 Ра, Бууз) 
P 


«( lala, S A Ito ROG, хра), 
3.4 
a€ 2xC A*(M), 


由 于 Laplace-Bochner AF Evi 为 散 逸 型 算 子 ”1， 所 以 
有 


СЕ? Уа) 0. 
$ 


又 因为 W 的 曲率 算 子 p 处 处 非 负 ， 据 引 理 6 我 们 有 
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(а-а, Do MOQROS Xa )« о. 
故 有 
(lal? a, ^a) 0. - (3.13) 
与 第 (2) 部 分 的 证 明 完 全 相同 ， 由 于 p 非 负 及 引 理 6 , 我 们 利 


用 Weitzenbock 公式 可 得 ， 不 存在 e en(; + 7 = Qr: А 


>0, #8 Aw = Аа, 这样 就 完成 了 定理 2 的 证 明 . 
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ЖЩ я 
和 对 称 空间 的 热 核 


陆 启 镍 教授 在 56] 和 [7J 中 分 别 显 式 构造 出 了 C* 中 单位 


多 圆 盘 和 单位 复 超 球 的 热 核 。 中 启 钴 教授 又 与 洪 胡 教授 合作 


HEETE- ARARA C, m RA. MARKEA 
жант D", 5", СР" ОР". ТЕЕ 28 Ж 5 DOE 
教授 又 构造 出 了 四 元 数 双 曲 空 间 、 四 元 数 第 正 类 典型 域 、 复 
Grassmann 流 形 以 及 酉 辛 群 的 热 核 ， 在 本 章 中 ， 我 们 显 式 构 
造 出 了 西 群 和 特殊 酉 群 的 热 核 。 作 为 应 用 ， 我 们 完全 定 出 了 
PSEEBU IM. 


$4.1 Lae É 


XGx— WS, ИН [35], [36]. [37]. [88] 
等 ， 我 们 仅 简单 地 介绍 一 下 Lie 群 的 基本 概念 . 
定义 1 设 集合 G 上 存在 一 个 仿 紧 的 СО” 流 形 结构 和 一 
个 群 结构 ， 使 得 群 乘法 ， 
GxG—G 
(x, yxy 
及 道 运算 
G—G 


r x 
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都 是 C" №. ШС 为 实 微分 流 形 时 ，G: 称 为 实 Lie 6; ЧС 
为 复 流 形 时 ，G 称 为 复 Lie Е, 
Т 一 般 线性 群 GL”, R) GL n, О), 
GL(n,R) = {414 J nxn ZARE, det4- 0]. 
我 们 把 4= а). 视 为 R 中 的 点 ， 
(diis cU» Giny dons cto Фу "ә G. 
e, aq, ) СК", 
. 出 于 44е 75 С" 映射 (实际 上 也 是 实 解析 的 ), 所 以 
GL, К) = det R- (0 D 7g R” iili С" GEREWO TET C 
JÉ. GL(,R) 的 群 乘法 即 为 通常 的 矩阵 乘法 ， 其 单位 元 素 
即 为 上 xz 单位 方 阵 了 下 面 我 们 说 明 群 运算 为 实 解析 的 , 实 
事 上 ， 设 | 
A= (а:;) ax «5 B- (6,3) ахь € GL (2, R5, 


Ш 4•В = (37) хь» 其 中 Ci 一 > anb- 显然 Ciz Жа 和 bss 
lai 


RS AXES, A Tri 3e us ЫЗ ТО. К, Е ECT Фики» 
由 线性 代数 知识 知 dij = А, /det4, det4s-0, НЯ 
det, GL(n, R)->R 为 实 解析 的 ，4 是 ay 的 代数 余子 式 ， 
它 也 是 4 中 元 素 的 多 项 式 . MUR GLa, RH RAZA S 
为 实 解析 的 ， 由 此 可见 GL (n, R) п? EX Lie 群 ， 称 它 为 
n 次 实 一 般 线性 群 . 

同样 ，2 x n 阶 非 退化 复 笼 阵 所 成 的 乘法 群 GL (n, C) 为 
2л* 维 实 Lie 群 ， 称 它 为 + 次 复 一 般 线 性 群 。 

为 了 给 出 更 多 有 意义 的 矩阵 Lie ff, FER A H Lie 
群 论 中 一 些 深刻 结果 ， 如 著名 的 É. Cartan 定理 ，Lie 群 的 
闭 子 群 必 为 Lie т. 我们 首先 定义 一 个 所 谓 Cayley 变换 ， 
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使 用 它 我 们 给 出 矩阵 群 的 流 形 结构 . 
定义 2 nxn FE ARAIBIS 8 
det (1+ 4)=0. 
全 体 非 例外 矩阵 记 为 4°(n). 
定义 3 对 非 例外 矩阵 A, EX 
A* = (1- А) + А), а. 
4* 称 为 4 的 Cayley 8. E9673 Cayley Æ$, 
5181 Cayley 变换 
d. 4°()— > °(п) 
АН» (A) = 4* 
Я 4°(m) 的 光滑 自 同 胚 ， 并 且 对 合 . 
证 明 ， 全 体 xz 实 方 阵 记 为 M, В) , E5 В" 视 为 等 
同 ， 因 而 自然 为 C" ЖЖ. Ш 4^COSLERTS MG RO. 的 开 子 
Ж. 所 以 为 C" BUE. | 
我 们 还 要 验证 ， 对 于 任何 4€EA°(n), 有 At G AS (ny. I 
A*=B， 则 | 
1+В=1+ 4% =14+ (1-4) (I+ Ау”! 
= [1+ A+ Q- АЛИА)" 
22-4), (1.2) 
因此 有 | | 
det (d + А*у = det2 (1+ 457! = 2" [ det (Г + 4) ] 12 0, 
С 4° (п). 
同时 我 们 还 有 
I-B=1- A*=1- (1— А) (1+ Ay": 
= [41+ A) - (1- А)Л (1+ Ay" 
=2A( + 4)-1. . | (1. 3) 
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所 以 得 (4*)* = В* = (1- В) (I + B)": 
= 2.41 tad +A) =Á 
2 


即 间 为 对 合 的， 另外 AmA 显然 是 C" В, РАЯ A" (n) 
ААА, 5]. 
#2 EZH O(a) -(A|4CGL(n,R), AAT =1}, 
O(m) К ЕРЕЕН BE ЖИ. 下面 
我 们 要 给 出 O(n) 的 流 形 结构 ,从 而 使 之 成 为 Lie HS ЖАЫ 
非 例 外 的 正 交 方 了 泗 ，B8 = A*， 根据 474, RIE 
Br-[U-4)44)71]? = Q + AT) 71 А?) 
= (I+ 4-6) Ud А) = (+ Азу AU - A73) 
= Gr») (d -D-sQIdmuqupco4-n 
=—(- A) + Ay = 一 (1.4) 
反 过 来 ， E B У ЯНА ЕЕ, Bp Вт -8， 据 线性 代数 知 ， 
反对 称 实 方 阵 的 非 零 特征 值 均 为 纯 虚 数 ， 因 此 
det + B) -det(1-B) 0, 
ВБ ВЕЧЕ КАО. 
iB'--B, РАЖАТ, MA 
АТ SEU - B) (1+ Ву-1]7 = (I + Вт) -1([- ВТ) 
= (1- В) +В) = Га + В) (1 В) 1] 
= 4-1. (1.5) | 
на. D UR G. DA; 
引 理 2 非 例 外 矩阵 A 为 正 交 的 充 要 条 件 是 其 Cayley 
像 为 反对 称 方 阵 . 
习 知 ， 全 体 反 对 称 zxz ACROSS Ти (в 1 


的 实 线性 空间 ， 我 们 把 它 视 为 与 Ri арн. 
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iiU. d их n ЗЕЕ Е, ШЖАГЕЦ., WJ 
Cayley 变换 4—4* ШИ. ЈА вхо 实 反 对 称 矩 阵 
所 成 的 集合 5(x)， 由 引 理 2 可 知 。 ИН EET 500) 中 开 集 
# ©), AEU.’ ЕЕ O( 轨 的 一 个 局 部 坐标 系 。 
Boca), U,-o-(A-0| ACU,) , oCU,-o, ВО, +о 
为 0。 的 一 个 邻 域 .考虑 
U, +о-—->$(п) 
4,0-5 А* 
TR U.o, oC OG) ЕЕ SEO (п), Жо, о,СО(п) AE 
定 的 正 交 阵 ， 若 4io = Чо, А, 4,CU,, 经 简单 计算 得 
4, = (1- Á,*) U +A") 710,017, 
因此 有 А,* =7(4,*). 其 中 f 为 依赖 于 01,0s 的 有 理 函 数 ,因而 
я C^ 光滑 的 . 所 以 任何 两 个 坐标 系 U.o,, О, o, $ HAX. 
因此 它们 的 全 体 构 成 O(z) 的 图 册 ， 所 以 O(n) 为 一 个 二 2(2 
- D 维 微分 流 形 ， 下 面 我 们 说 明 群 运算 为 C” 的 ， 由 于 两 矩 
阵 的 积 的 Cayley 像 为 这 两 个 因子 矩阵 的 Cayley 像 的 有 理 函 
数 ( 直 接 可 以 显 式 表 出 )， 因 此 O(n) rR ЗЕ HR 2 С". я 
外 ， 对 于 Omm 中 的 求 道 运 算 显 然 为 C" М. 故 O(n) H Lie 


上 十 例子 的 证 明 可 推广 到 比较 一 般 的 情形 ， 一 个 矩阵 群 
G, 35 G 中 非 例外 矩阵 的 Cayley 像 全 体 与 某 个 矩阵 空间 的 子 
ZAHR, ХНА С NUES. 
例 3 实 线性 辛 群 SP(m ,R) (mm = 20). Н 
SP(n,R) = {4С СІ т, В)|4°ЈА = J). 


J=( Go) 124 "хп ШШ. 
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首先 SP (m, R) 为 一 个 矩阵 群 ， 对 于 任何 4，B3ESP(w， 
R), | 
(AB) 7J (AB) = ВТ ( ATJ A) B = ВТЈВ = J, 
所 AB Є5Р(т, К), 另外 我 们 由 
det(J.) = det( ATJ A) 
得 det 4 = +1, ЖА ЗЕЯ. 并且 
CATEI (A77 = САТО А" 4) 471 9 J. 
因此 可 知 。SP(m,R) 为 矩阵 群 
对 于 mxm 非 例外 矩阵 A ,4 满足 4 ”J A = J 的 充 要 条 
(4**J = - J А". | (1. 6) 
SEXE E, вая AJ A-J, WU 
(4® Ле (1 + AD - 40)J 
= (1 +JA CID A 
=J(I+ AD 4937 
= J(I+ 471) (1 — А 
=J(I+ A-1) 1A-1A — АС?) 
-JU-4)(4-Dz-JA*, (1.7) 
E B= 4*, HEARE 01.6) ， 则 有 
ATJA = (B*)7 JB* 
= (1+ Ву - ВТУ - B) U + Ву”! 
= (+ В") - 11 (1+ В) (1+ В): В) 
= (1+ BJU — Ву 
= (1+ В") (1+ B')J= J. (1. 8) 
аға. 外 式 是 线性 的 ， 因 此 (т = 2л) 
H,=(B ЄМ(т,К) | B'J- - JB) 


为 一 线性 空间 ， 因 此 SP (2n,R) 为 一 实 Lie 群 . 
我 们 用 M(x,C) 记 全 体 *x# 复 矩阵 所 成 的 集合 ， 把 它 
与 C" 等 同 ， 因 而 是 一 复 流 形 . 同样 可 以 定义 复 非 例外 矩阵 ， 
我 们 把 Cayley 变换 的 概念 直接 推广 到 复 的 情形 . | 
94 AU) = (4 C€GL(s,C) | A^4- 1}. 
对 于 非 例外 的 复 nx a нд, ЕЕ E ЖТ 
Е. 它 的 Cayley 像 4* 为 反 Hermite УВ, Bl CA^ = – 4%. 
Пе nxn 防 反 Hermite 方 阵 所 成 的 集合 为 一 个 实 维 数 是 
nt 的 线性 空间 ， 所 以 U (a) Ж ЖЕ n? 89 Lie Bf. 
95 £S SEE SP, ORERE. 
与 例 3 完全 相同 可 以 定义 复 辛 群 SP (m,C), БНА Е 3 
群 即 是 SPCm,C) 与 西 群 UC2m) 的 交 。 可 以 证 明 ; SP(m,C) 
NU (2т) 中 的 非 例外 和 矩阵 的 Cayley 像 为 形 如 
| C D 
c] | 
的 矩阵 , 其 中 C, D 38 mx m ANRE, 3E E, D 7 Hermite №, 
С 为 皮 Hermite 的 .显然 它们 构成 一 个 维 数 为 四 (2m + 1) 的 
实 线性 空间 , 故 SP (m, C) ПИ (2m) Ж т(2т +1) 维 的 Lie 8f. 
下 面 我 们 引进 齐 性 流 形 的 概念 . 
定义 4 СЯ ев, M 3 С” 微分 流 形 . Lie Bg G #£ 
为 MM 上 的 Lie 变换 群 , 或 者 称 Lie 群 ( 左 方 ) 作 用 于 МЕ, М 
果 存 在 С" 映射 F, | 
F, Gx M—M СА 
(g,p)>E(zg, p) = 2р ` 
满足 下 列 条 件 : 
. (OD ep» p, РЄМ, е7 G 的 单位 元 . 
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(2 8 üGD-G;4p, РЕМ, e, „ЄС. 

”如 果 对 于 任意 PEM,F(8,p) = gp = p URA g = е, Д 
СЕМ КЕЕШ ЕВА. XT EGER PCM, С,={8ЕС 
Ep=ph АС, AGAAT. ВЕ. Cartan 定理 知 , Ё 
为 G Н Lie FR. 称 它 为 G 首 P 点 的 迷 向 子 群 . 

定义 5 Іле С (EP PAREC PEM b. м 
于 固 点 p EM， 称 MM 中 的 子 集 
| M =(gp | g€G) 
Ў Ч РАН. Ф M,= M， 即 对 于 任何 M EP pP 
Ч, ЕЖЕ &8EG， 使 得 gp = 9， 那 么 我 们 就 称 G 在 他 上 的 作用 
是 可 递 的 (或 可 还 的 ) ， 这 时 称 М Я С 的 齐 性 流 形 ， 简称 
M 为 齐 性 空间 . 
下 而 简单 介绍 一 下 Lie gf G 的 Lie 代数 的 概念 . 为 此 引 
进 一 些 必要 定义 ， 
对 于 Lie 群 G 中 任 一 元 素 g, EX 
La хр, VEG 
A 
Ку: хәл, VxcG 
则 它们 都 是 Lie RE G 的 C^ HUS ÉL ILE. L, 称 为 左 平移 , R, 
称 为 右 平 移 ， 它 们 将 下 述 性 质 


一 1 


L, = Ly. R, = Rs VEG, 
w Ad,= L,R;1, V z €G. 
则 44, FÆ G 86 C* 自 同 胚 ,而 且 是 Lie 群 G 的 代数 同 构 . 


定义 6 HE Liek G LARA X RIETER, A 
4L,(X) = X, УзЕС. 
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亦 即 dL,(X,) = X,, Ув СС. 

引 理 3 EJE Lie 群 G 上 的 所 有 左 不 变 向 量 场 所 构成 的 
线性 空间 乡 ， 它 在 换 位 运算 | 

[X,Y]= XY -YX (1.85 

下 构成 Lie АЖ, ЖЕ Lie ЖС 的 Lie 代数. 

МЕ. A v 为 线性 空间 . 由 于 4Ё,(Х) = XX, dL,(Y) = 
Y, УХ, Уст, RARIS 

dL, (LX, Y) =[4Е.,(Х), dL) 2 CX, Y]. 

这 就 证 明了 乡 在 换 位 运算 (1.8) 下 构成 Lie КЖ. 引 理 
证 完 . 

命题 1 4 M Lie SEG i Lie кже 5 T,() 有 一 自 
然 的 线性 同 构 | 


XoX|,-X, VXEY. 
在 7。(G) 中 引进 换 位 运算 : 
CX, Ү,Л=[Х, У]. vX, Y,cT,(O. 
则 这 个 线性 同 构 为 Lie AXES IDE, B pA n ME Lie ЖЕ G A 
Lie R% 9? Уу n 3E Lie 代数 . 
ШЕЯ. ЖЕ XC, € 
dL,(X)-X,  VgcG. 
我 们 任 取 aEG， 则 有 dL,(X) —X,,, 3XH X, 为 左 不 变 向 
晤 场 X 在 点 6 的 值 ， 即 ХС Т, (С) Р ae, ИР 
aL, CX.) = X, VEG, 
由 此 可 知 ， 左 不 变 向 景 场 XEg 在 任 一 点 8EG Ah EZ 
单位 元 。 的 值 X。ET。(G) 唯 一 确定 . 
反 过 来 ， 任 取 X, ЕТ. 6), WI dL, (X) = X, X T (C ` 
的 一 个 向 量 ， 当 z 遍历 G 时 ， 我 们 就 得 到 G 上 的 切 向 重 场 
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关 ， 下 面 我 们 要 说 明 XX 是 G 上 左 不 变 向 量 场 ， 事 实 上 ， 由 于 
左 平 移 Z МС ну СН, BRE gədL, (X, = X, 2J G E 
С^” ABDA. WTE X 为 左 不 变 的 .这 是 因为 
对 于 任何 EC， 有 i 
dL,CX,) -dL, (dL, CX.) -dL,:dL, (Хе) 
= aL, (X,) = хл» Vg ЕС. 

这 就 证 明了 dL. XO = X, VacG. XEF., 命题 得 证 . 

设 G 为 z 维 实 Lie 群 其 Lie 代数 乡 则 是 实数 域 R 上 
Вул de Lie 代数， 设 X,-…，X 为 多 的 基 ， 由 于 对 于 1 之 i 
j 宇 #，[X,。X/] E 多 ， 则 我 们 可 令 


LX;, X] = D CXe (1.9) 
k 


其 中 C4 称 为 多 的 (关于 基 Xe, XO X. BAF 
的 换 位 运算 内 (1.9) 式 完全 确定 , 即 由 多 的 结构 常数 所 决定 . 
设 8EG， 考 虑 Lie BE G 的 内 自 同 构 44,. ' 
id Ad (e) 4 Ча, T,G—T,G, 
我 们 把 # 和 了 T。G 视 为 等 同 ， 则 得 到 一 个 映射 
Ad, G>Aut (F) 
gr>Ad( д) 
显然 Аа 是 群 同 态 ， 这 是 因为 任 取 81，&。 EG, Ki 
Ad (g,*g5) = d (4d,,, g) = d (Ad, Ad, 
=dAd, od Ad, = Ad (g) »Ad(gp., 
在 局 部 坐标 系 下 , Ad 由 局 部 坐标 的 光滑 函数 给 Hi, 因此 Ча: 
С-— Aut (=) =GL¿a, R)3; Lie t t5 [E] 28, BA Lie 群 C 在 
€ ALET, REJ n 维 Lie 群 的 伴随 表示 . 
我 们 把 A4 ng S 4p d CAdyi Жаа, #-»Епаі (7) (其 中 
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End (Z) 记 多 上 的 所 有 线性 映射 所 成 的 线性 空间 ) 依 
[4, В]=АВ-ВА А, B C End (%) 

构成 Lie КЖ. Аш(#) с End (3) їп End (A) rh ЗЕ ЯА 
2 EE ВА ВАН £ k. Ас&(# Ы GLG@, R)y(s=dimg) 微分 
HE ПЕ Aut (9) 具 有 流 形 结 构 并 且 按 复合 运算 成 为 一 
Lie 群 ，End (2) 可 看 作 Aut (2) 的 Lie АЖ. : 

命题 2 设 G 是 4 维 Lie 群 ， 其 Lie 代数 为 8. 设 XY 
ея, ШЖ 

— ай(Ху(Уу=аа„(Үу=[Х, У]. 

上 面 命 题 的 证 明 需 要 较 多 的 Lie ПА, KEEA НЕ 
Bj. 有 兴趣 者 可 参见 [38],[82] 等 ， 

定义 7 设 Lie 群 G 的 Lie 代 数 为 多 ， 儿 上 的 对 称 双 线 
tE Rž 

B(X, Y) = T,(ad y:ady), vX, YEF 

称 为 Lie 代数 多 的 Killing М. 也 称 为 Lie Жї Killing W. 

Lie 群 G 自 然 是 C” 流 形 ， 我 们 可 以 在 G ЕТ Rie- 
mann ЕЕ. 为 了 使 G 的 几何 与 其 群 结构 联系 起 来 ， 我 们 就 
HERAT E Riemann AR. 所 谓 左 不 变 ， 即 对 于 任 
ЕСС, X, Y Z9 G 上 的 切 向 量 场 ， 有 | 

| (dL; (X), dL, ) = (X, У). 

事实 上 ，G 上 左 不 变 的 度量 与 其 Lie 代数 多 上 的 内 积 
(或 T。(G) 上 内 积 ) 是 一 回 事 . 著 ( ， ) 为 C 上 的 左 不 变 度 
E, KX, У) = 《X。,Y。) 为 常数 .因此 定义 了 多 上 内 积 . K 
2, Ea VATO 上 的 内 积 ,定义 

(X, У) = (dL,.QO,dL, (Y yy, X, УСТ, (© 
给 出 了 G 上 一 个 左 不 变 度量 . G ЮЕШ EK ж Ze ЕХ 
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是 右 不 变 的 ， 称 它 为 双 不 变 的 ， 

命题 5 Е Lie EE Си Lie 代数 为 多 ，G 上 左 不 变 
度量 记 为 ( ， ); 则 下 面条 件 等 价 ， 

D <, ) 为 右 不 变 ， 因 而 是 双 不 变 的 

(2) ‹, ) 为 4d(G) 不 变 ; 

(ИЕ СС, 421 H G 的 等 距 ， 

(4) (Х,ГҮ, 2]) = ([X, У1,2),Х,У, ЕЕ, 


(5) V xY - 315, У], X, Үс, 


(6)G 中 从 单位 元 e 出 发 的 测 地 线 即 G 的 单 参 子 群 . 
WEB]. Er G 的 单 参 子 群 是 一 个 С” A R— G. 
(e. 由 于 44: 6—6, Ad, = L,R, HIE 
Ad (g) = d Ad, dL,- dR,.., 
М.Н. 41,00) = X, XEF. Ча м G 时 就 证 明代 ) 35 (2 等 
MSB: ii G НИР Ap: G-G, фр = g", V 
‚ЄС. 对 于 GG 的 任何 单 参 子 群 a: >G, НҒ аа 5, 
所 以 有 | 
а CH = (а0)) 7, VICR!, 
НИ; ф(а(0)) =a CD, ЕЁ. 3EEH а (0) = e， 所 以 我 
们 得 (do) ,=-ld, jp = R, ep +L; ЭА 
Ч Фу: Т,(С)->Т,..(С),в ЕС, 
do = dR, dp * dL ..=—-dR,-.. dL,.., 
AEOS). 反 过 来 ， 由 于 В, =... -ф, ВЕНА 
=> (1). | 
(2 €, ШЩ5]#Е3([811,Р302) 即 知 (2) 与 (4) 等 价 . 
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(4) € G), HUPPHAIBUSXCRGERU, WAF HEX, Y 
EF, ШКХ, УЖЕ. НИНЕ $ 1,31 АЖ. 4 
可 得 

2(VxY, Z)=-(X,[Y,Z])+<Y,[Z,X]>+[Z,[X,Y]), 
Rn v АН ЖЖ ВЕЕР Н] Riemann №2. X $860 
知 : | 

(У, LZ, XJy- (X, ГУ, 21) =0, 
所 以 有 24V Y, 7у=([Х, Y1,2).H] 


Му = LX, Yj, X, YEF. 


O €» (00, 如 果 (5) 成 立 ， 则 有 У‹Х=0, XCF. i 
а: >G 25 G B$ 2 THE a/€ 9, НИ; vea'-0, B 
ап) G ШИ. 52, 设 4 为 G 的 任 一 测 地 线 , 并 且 它 
Меш. нб) тжс 的 单 参 子 群 。 首 先 对 于 任何 XE 
9, ARSTE a,G), а, 0) = X, 因此 我 们 有 VxX= 
0, AHRI polarization), HFE Х, YEZ, 

Q2 Vx, y (X +Y)=VyX+ VyY +VyX+ V,Y 

= ViY + VyX= 29У -[X, YJ= 0. 


gp VaY = HEX, YJ]. 命题 3 得 证 . 


命题 4 设 G 为 Lie 群 ,其 上 有 双 不 变 的 Riemann EZ 
ж, МЕ Riemann 联络 与 Riemann 曲率 为 ， 


(1) VaY = СХ, YJ, X, Усе, 


(2) R(X, Y)Z= - EX, Y1,25, X, Y, 269; 
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(3) di Ja] & Rp 38 29 
(X, YJ,[X, УТ 
+, Xy(Y, Y)-(X, Y) 


证 明 ，(1) 即 为 上 个 命题 的 (5)， 下 面 只 须 证 明 (2) 和 (C3). 
首先 证 明 (2). 由 于 Vx = 21, Y],X, Үс, ШТА 


K(X, Үу= 


X, У, 269, d 
| R (X, Y)Z= V,V,Z- VyVxZ — Ук 


= 二 [X,[Y， 211- +Y, X, Z11- HEX, У1, 21. 


利用 Jacobi 恒等式 ， 即 可 得 
R(X, Y)Z = -CCX ү2,21=112,1Х, YJ. 
直接 计算 立即 可 得 (3). 
Ж, С 为 Abel 群 ， 由 Lie 群 论 的 结论 知 其 Lie К 


数 儿 交换， 所 以 =0， 而 一 般 情 形 总 有 天 之 9 下面 讨 论 
GH 的 Ricci HE. 由 于 对 于 任何 X, Y, VEF, H 


R(X, VY = nius V. 


Втр Ric(X, Y)=tr(V—-R(X, V)Y) 
=tr{V >R(V, ХУ} 


= 7 1ай, аа = TBA, Y), 
Et B 3j Lie 8 С Killing 28. 


Lie BEER I IESE ЕРЕЖЕ. Killing 型 非 退 化 . 易 见 G 
的 (多 ft) Killing 型 为 Ad (G) 不 变 的 .因此 对 于 半 单 Lie 群 
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G, © LEK Kiling ERTEK, ЖАН G 一 个 双 不 
变 的 半 Riemann (sub-riemann) 度 量 . 

对 于 连通 的 Lie 群 ， 可 以 证 明 ， 若 G RE M'E 的 Ki- 
ling 型 半 负 定 . 反之 , 若 G 的 Killing 型 负 定 ， 则 G 必然 紧 
ж. 

在 这 一 节 中 ， 我 们 只 介绍 了 一 些 基 本 概念 给 出 了 一 些 
Lie 群 的 例子 ， 事实 上 ，Lie 群 理 论 十 分 丰富 。 有 兴趣 者 可 
参阅 [35]、 [38] 等 ， | 


$4.2 盏 群 与 特殊 西 群 的 热 核 


我 们 记 | 
О (т) ={вЕСТ п, С) | на? 21) 
Жа. ЕИО те. ША ОО) E— 
个 不 可 约 Lie 群 ， 它 的 子 群 
SU (n) = {u EU (п) | дев =1} 
是 一 个 实 维 数 为 人 2 一 1 的 不 可 约 Іле, . 
习 知 ， 酉 群 上 存在 不 变 微分 度量 


аз = true, (2.1) 


{НН ôu =" du. 
度量 (2. 1) 自 然 族 导出 一 个 SU (л) 上 的 不 变 微 分 度量 . 4- 
后 所 讨论 的 SC (n) 上 的 不 变 度量 均 指 这 一 个 诱导 度量 . 
西 群 上 的 不 变 度 量 (2. D 对 应 的 Laplace-Beltrami Ж 
子 A 当然 也 是 不 变 的 .由 A 所 对 应 的 热 方程 
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Aux, 0 9565, u(x, 2 ECU (n) x R) 
i 


的 其 本 解 就 称 为 丁 群 Um) 的 热 核 ， 详 细 定 义 可 见 第 三 章 . 
i 4CU(DH det(1es)x0, zd 
НЕА u) + y"! (2.2) 


u-0rxV-1H)U-A-H), | (2.9) 
# HCH,-(4€GL(», С) | AT- A). 


言 之 ， 有 除去 U(x) 中 一 个 超 曲 面 {det(U +0 = 0), 3E 
换 (2. 3) 是 一 个 1-1 的 实 解析 映射 ， 即 变换 (2. 3) 是 一 个 把 
О (т) - (det cU) = 0}1-1 ЖЖ Н, 上 的 实 解析 映射 . 
由 恒等式 
0 =d(úuTu)= n"du + da" «u, 4 CU (n), 
得 би” = – ӧн, 3802.3), ЖШ 
duzidH(l—-iH) + i(l c iBy)(I Нулан - iH)! 
= (1-+Ну+ d-iH)]—iH)"dH.(I—iH)"! 
-2i—iH)dHe.(0-iHyr , 


其 中 i=V -1. 
由 此 我 们 得 
ди = я?4и = %?%(1+ 1H) dH • (I—iH)^!, 


C 2E DEZ BERE (2. DIGA | 
dí = ti( (+ HdH + Q+ HY qH), (2.4) 


对 于 Hermite У HEH, WJ НЖ F5 fi: 
Н=У. А.т, (2.5) 


其 中 A-diag(Ai es An). A,Q imm A H HRE, = 
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为 实数 ，A EDV (n) DI 并 且 V 的 对 和 角 线 上 的 元 素 均 为 
=. 

这 种 分 解 的 存在 性 可 以 直接 证 明 ， 也 可 参见 [ 8 1. 

置 А; = tanr;, 1=]<п. 我们 称 C71，…rs VA U (л) 
AERE AS ERR LOST A УАН 40 = ди, 利用 Pfaff 理论 ， 
我 们 可 以 选取 п(п = 1) 个 无 关 的 实 参 数 0, "5 Onia- ЖЖ 
ЖУ, 101, +, 0.0.20 29 (ИИ) 1" 的 局 部 坐标 系 . 
ММ (Ais s Ans Girs бир} 构成 西 群 U (n) 的 局 部 华 
标 系 ， 注 意 到 该 局 部 坐标 系 的 坐标 邻 域 差 一 个 超 曲 面 (Че (Г 
жи) =0} 完 全 覆盖 了 U(x) ， 而 超 曲面 {det(1+#) = 0) 为 低 
一 维 的 子 答 ， 因 此 今后 讨论 在 该 局 部 坐标 系 下 进行 即 可 .我 
А1300, ога Ө, 0, Өл О (n) BOXE EET 
坐标 系 . | 
引 理 1 西 群 0(n) 的 不 变 微分 度量 (2. 1) 在 矩阵 华 标 系 
THE 


ds? = X dr} + 275 sint(r,— ry) [би u^, (2.67 
#1 


J&k 


其 中 oV = (v4). 
Z 2) 的 体积 元 素 为 


Ú = QC» IIsiz:c,- ry dr, A 
1 ' 
Adr, Ad0, A Ad... (2.7) 


其 中 po《9) 为 仅 依赖 于 Os +, био. 
对 应 的 Laplace-Beltrami 算 子 A 为 
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А= 


гау, а 
o? > ðr; (o: ° »;) 

"э-› 1 д А д 

+ 22 0336," 796, ) c» 


а,в = 


其 中 os= [[ sin(r-r0. 2° eger = 69, ШЕЯ 
351 <Е < 
(2. 60 s th 0, 090 , 的 系数 ， 
ШЕЯ: $432; (2. DALA 
dH=dV 。4。pz+F。dd。Pz?+7。4。dP7 
=V -[6V - A+dA+ A * УТ". 
因此 有 , mE 
(1+ Hy 4H V( A?) [90V + A- dA 
+A. Py". 
由 (2.4) 式 得 
ds? = и{ (1+ HAH + (1+ Нан? 
=г{(1+ A e OV + À + (1+ 42-19 + A) 
+ trí((I+ ADV + Л • (I+ AAY 
+ tr[(I+ 42-167 + A + (I+ A7! A ə 6V2) 
€ tr(U e A2) 1dAG + AD 78V • A) 
+tr{ U+ 42) 7:44 • (I+ 42) 714 AY 
кїг{(#+ 40744 • +A «А ° y} 
+11 { (1+ A071 A9 бу! ° (I+ A7) 16У • A) 
(UU AD < A ° 8E! + (I+ AD71d 4) 
+tr[(]+ ADT e A. GET + (+ Д2) 71. gy?) 
由 于 бу" = — У, RUE 
| - 161 ° 


di? = їт{ (1+ ДЗ ВУ + A * (1+ ЛВ • A) 
+tr((Í+ AD) 77V As A07 AL oV?) 
+trí(]+ Лад • (d+ ADILA} 
+1 (+ Д®7! А • gy? * (1+ AD716V » A) 
жов ADT + A Ve (1+ 42) 7 4 • 977}, 

Н ôV = (0,20, MARAR 0V,,20, 1=1,.,п, 得 
45-2, apr +> a bai [2471 


——— di — (A, — Ae) 
азар +2 arana яв Vaf. 


由 于 А, = арг, 1575, 所 以 有 
й = Didrs+ 2 > sin*(r,— r1) ОИ jx], 
j=l J <k 
即 得 (2.6) 式 ， 从 (2.6) 式 出 发 立即 可 得 (2.7) 和 和 (2.8) 式 ， 引 


理工 证 毕 。 
引 理 2 设 oo=1 及 


o= [| sinr- ro. 


Ef << 


n д? m 
记 А„= а, Жи» es r 为 实 变数 ， 则 有 下 面 全 
4=1 . 
等 式 
AnDn= Cn@n = 一 ria Do, (. 9) 


即 o, 是 A 的 特征 函数 ， 对 应 的 特征 值 为 ~ r- D. | 


„162, 


证 明 ， 引 理 2 对 于 == 1，2 显然 成 立 ， 现 在 假设 (2.9) 
AIF s-1gXor. HD 
A, On. = 0,1031. (2. 10» 


Зо» 为 On 三 和 ni。， Øn- 及 А, = AS. = 
В Lum 


其 中 Pn- = SIDC = rsin(r?— r,)«sin(ra Tn). < 
于 是 我 们 有 


= д° 
Ао» 一 (Aa, + Эг? (Фа ° Qa-i? 


=A,- (DS ° Ф»-1\) + эт 


= On- ° А»„-1®»-1 + O0&.,.,* Asi 5-1 


(Oa, ° Qa-i) 


n-1 д 2 
+2 E Ape “Раз oua Pes 


= Са) * On. * Pri + On) ° А, iQ, 


хі дв». Og. IPn En 
*2 2) 35 д он * дуз 


a-] 


= Len i — (n — 1)jo, 


са on. Lon ， дф». 0*g, ., 


+ 2 д’. + Oa ° дт? 


= [62-1 一 (л — 11%, 


ҳа 9Bno, даф. 1 Әд, 
ко» 22, Qr, "^ Or. "e.a Ori | 


=: 0ino,, Angr- 
2217 4a o0. 


asi 


= (Ca, 1- п) 0n * On 


972 dr, 


‚ Ong... «(ope )| (2.11) 


由 于 Ing,-,= У sin(ro 一 ra)， 所 以 有 


"1 一 cos(ro 一 rr) 


Лаф. 
Or, 一 > $11 (Го —r,) 
Qng,., 2-1 1 | 
及 дг? = = > sin?(r, 一 Ta) *, (2. 12) 
并 且 
даф, 2 o t cos(Cr 一 rr) cos(r, — Га) 
( Ors ) = Сы, sin(r,—r,) ` sin(r,— r4) 
Aa с052 (7а — fn) соѕ (г, —r,)cos(r,— Tn) 
= = sin?(r,— r4) 2; sin(r,—r,)sin(r,—r7,)* 
(2. 13) 
又 因为 
шо, = >, In sin(r,— 7,2, 
<А SASN 
91no,. cos(r,—r,) 
— = 2а А ўа — ба,„) . 
HORT Dra 1<4 Z=, sin(r,—r, , 
(2.14) 


1838 (2. 32 X (2. 14) 式 得 
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Mi Оша, Inpa 


22] or, i дг 


а= 1 
з cos(r,-— r,) Cos(r,-— ru) 
С 23 bras r.) (дь, — да,) sin (га ~ > 


costr, =r), Ë —г„) cos(r,— | 


= Sin(r,—r,) sin(r,—r,)  sin(r,— Fp) 


= 9 N^ cos(r,— r,) 


< : 
1<а4<лея-1 Si (К, —r,) 


А cos(r, —r,)SIn(r,. — r.) — Cos(r, —r,)sin(r, —r,) 
sin(r,-r,)sin(r, —r,) 


Li 
cos(r, — r,) . sin(r,—r,—r, +r,) 
222 Sin(r,—r,)  sin(r, —r,)sin(r, — 7,) 


222 cos(r, —r,) 

ác». Sin(r,—r,)sin(r,—r,) 

= 22S, 93€ c rcosGr, Tn) + sin(r, —ra)Sin a — ra) 
aca sin(r, —r,)sin(r,-— r,) 


COS(r, —T4)COS(*, — T4) _ 25 | 


=-2 - 
A <” SIn(r, -rQ)sin(r,—r,.) Axa 
>—2 cOs(Cr; — r,) c0S(r, — r4) 


, : н 
15 kaga- 131 (Г, — 7,9 51 (Г, Fa) 
Li 


- (n —1)(n— 2). f (2. 15) 
ЯН (2. 12), (2. 13). (2. 15) 式 ， 我 们 有 
a 9lno,.  Olnp,., 9?Ing, i 
22) ara ^ Qn ^ до 


ез} 
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ME, : 
(=) 
д”, 
cos(r, —r,)COS(r, —r,) 
Тл Sin(r,-—r,)sn(r,-—r,) 


в-1 1 
— (п ~ 1) (n —2) - уау 
а= 1 n 
V cos?(ra— tn) cos(r, —r,)cos(r,— Га) 
一 sin?(r,— ra) 2 > sin(r,—r,)sin(r, — r,) 


= - @G— 1) (n— 2) — (n— 1) = — (n— 12, 
因此 即 得 


AnOn = Clai *1-2-(n- 1) J@n = 0.049 


Нине, = = ет - 1U)， 引 理 2 证 毕 ， 


ХЕРНЯ ЕН f. РЕНЕ И ип СО 8) ) 下 不 
变 , 即 对 于 任何 xnEUV(n)， 有 
fKGimu71) = f (uva) = Ки), vEUCn), 
N F AARRE т, s ra ВИЖ. 
引 理 3 i ECU), B f # int(rU(n) ) 下 不 变 , 则 有 


Ar ута) Е А.Ф cuf. (2.16) 
e 


ФЕВ: ЕН f {Ем (зуу КЖ, BIOL f XS risora 
з=. 再 由 (2.8) 式 ， 我 们 有 


9 
Айслу my r= 1 
Tig » 7 »" zi д, 


(2) 
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ү 


эй” д(®„Р) 29р) 


4*1 дг; 
„до, \ _ 
AG an) 
= 1 ы 3 2o, Alof) 
oi = дғ?, xx dr, -e дг, 


_ 1 п (o, f) ЭШ 1 | n DOn 
© > àr; " д”; ot 2,04 ðr? 


1 KED jl < Fo, 
Og 2; Qr, On Dy, 


загуле 
Af= 


"2 uS I Co. f) - uf. 


о, — п ori 
引 理 3 证 毕 . 
首先 我 们 考虑 1 ЕН 
UG)= («€GLa, С) | шит = 1} = e" | 9 €[0,2m))- 
U(1) 上 的 不 变 微分 度量 为 


d’ = 10°, 
对 应 的 Laplace-Beltrami 算 子 为 
д? 
A7 git 
特征 方程 是 
Aw = àu, 
容易 知道 A= B) 1829 (0, т, 22, e, mh +}. НЕ 


20? 
Жук {соѕп0, 51070, 7220}. ARI 
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|——созлб, —. sinng } 
T Ул п= 0, 


构成 LU(1)) 的 一 个 完备 规范 正 交 基 . 

对 于 一 般 的 紧 致 Riemann 流 形 ，Laplace-Beltrami 算 
子 的 谱 与 其 热 核 有 十 分 密切 的 关系 .下 面 的 Sturm-Liouvi- 
lle 定理 正 是 反应 它们 之 间 联 系 的 重要 定理 . 

Sturm-Liouville 定理 “” 设 对 是 一 个 紧 Riemann 流 形 ， 
И L'CMy — 5g & 38 S 8S Ez d 

ioo фи» h. 
其 中 py = 0, 1,--)39 M E Laplace-Beltrami HF А 的 特 
ЧЕ, ф,Я УНО ШЕН Ж À, ЗН. 
0= À <À Xe <. +оо, 

每 个 特征 值 4;(7= 0，1，…) 具 有 有 限 重 数 ， 每 个 特征 函数 
9,51 M ИН НН, БОБ ЖЖ HA in 
下 展开 式 


H(x, y, i) = Dupa p) 
1=0 


dE (20 时 绝对 一 致 收敛 

该 定理 的 证 明 参 见 [15] 或 [161. 

利用 Sturm-Liouville 定理 ， 我 们 可 以 很 容易 地 写 出 一 
维 西 群 ( 即 51) 的 热 核 有 . 


ir is = 1 ыы -n'i _ (2. 17) 
hle, e", 1) a 22 cosn(r ~ s), 


1, ... 


其 中 71， s€ Го, 2m. | 
为 了 方便 起 见 ， 我 们 用 AT, s рю hce”, e” #). 从 
(2. 17) 式 可 以 看 出 
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Ё(т, s, 1) = A(r—s,. 0, z)=AÀ(0, s-r, 2). 
引 理 4 一 维 西 群 U(1) = 5! 的 热 核 可 写 为 


Уз exp| - iE zen" |. 


hr, $s 2) = — 1 _ 
2 / xt Еп — те 


= 2 
Fen | exp( 一 五 ) cosbxda 
a 


e 


ДИ ЕС) E P EZ; 


F'(by-- A gàpiF(b), 
2 


" 


Есоу= V 
| F«0) » 8. 
НИИ 


| | exp( - 2) озна = “т ехр( -22 \ (2.18) 
Ja a ° `X 4 ) 


РЕНА (2.18098, Hta-245,, 70, P= n, ШН 


. t> 2 
e "zn +f exp( 一 as )°°**& 2 
42 


v Til. 

11р х! 
=— ex = 一 5 

2 Jal. р( 11) 08"? 0 


= 1 S Г exp[ 一 SEHD онаа 
ч 


Af 


z. *= D E 
= l f (> exp| - ХЕШ eosnz)ax 
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我 们 把 4(r。s。 гу = l Neo - УИ ЖЕ Ans,0 
л 


п=й 


9 Fourier 展开 ， 那么 est 就 可 以 视 为 hlr, $s z) 的 Fou- 
rier 展开 式 的 系数 ， 故 有 ` 


P 2 
hr, 8, 2) = > exp] - grt] 


k= -—= 


1 
2. п: 
引 理 4 得 证 . 

由 于 Ч СОЖ AO, 5, ОНА Cr, s,z)= Cr 一 
5,0，#)， 即 它 的 热 核 仅 与 点 e"” Ie" 间 的 测 地 距离 有 关 ， 因 
JA: ETT В, DANS (r, 0, 5. 

由 于 西 群 Z(*) 的 度量 (2.1) 是 不 变 度量 ( 双 不 变 的 )， 自 
然 它 对 应 的 Laplace-Beltrami ЯУ A 也 是 不 变 的 . 因此 我 
TIAE ER U DEUS Нон, e, гу ЖЛЕ. ATER, S 
然 也 是 内 自 同 构 下 不 变 的 ， 即 有 

Н(и,о.2) = H(L,(u),L, (9) Р) 
=H(R,(u),R,(9),1), и C U(n) 
特别 地 有 
Hu,v,t)y = H(upt' ,1,1) = HCGwubtip? 1,1). 
РД} Hos о, OMM UDT), +з, т„(изтТу X. 
FUORI AO, 0, p= 20, D, SEX 


д ү! 
Ao = | 一 一 {= "m 
Der, д) ( 3) hr, 2), 1, 2, +-> A, 
我 们 将 运用 这 些 函 数 去 构造 西 群 UCw) 的 热 核 . 


容易 验证 AUG, ОЖ U(1) 上 的 热 方程 ， 即 


дВ\Э(т„ #)_ д? 
M ==, z). 
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1 А п 1-е к - iel Jasi) 
В His to Tas 2 = е ui » Ó j,— уласна Em A Ct в. 


fida 
| (2.19) 

Ж а, 为 任意 常数 | 
引 理 5 由 (2.19) 所 定义 的 Hari, ө, Fas ФЕ; E F lll 


д°Н 
p2 pM Xd 


证 明 ， 直接 验证 即 可 . 


再 令 
Hrs mra D = Н, (2.20) 
On А 
MU Но, +з, Fas t d ada 


M. 


ok p AG s) 
事实 上 ， 由 引 理 3 得 
aa TE) 


1 «9 (о Н 
oH > 5; (9 д”; 


l AH cea HS A [CAH eH] 
Os; Da 0. 


1 А.(о, Hy = c H 
Os 


21 анд 


On 0f 9r 
i. 上面 最 后 等 式 用 到 引 理 5。 
LEHE: HO s Ta ПОЗЕР CRD fe 


oH 
E = AH, 
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引 理 6 对 于 har, D, H 


lim É ВЧ (ть f)sin"rcos"7^*'rg, = { 0, !<т 
MAL ті. i= m 
证 明 。 根据 引 理 4，。 有 
lim 


z= 
и RAI hU (у, t)sin"rcos"7m*'rd; 
0 


lim “zz > ( -$)ye(- (r tm j 


ka 


H 


* SIn*rcos?7m +ly gp 


im | e aee- во? 


* сойду 


и) 


e Sin"rcgsn mpg, 


= lim [(*^—1.. _ 9 

6+ Am ШЕ» 
` +a 2 4 

lim 1 exp( ~ E iz -Csin*rcos"- яза, )dr 


сч» de --2/ да 


r 
3) ‘exp( 一 =) sIDmrcoss-m+tirqgy 
i 


JJ 


r=2V ts ша t i e- Cmm- Dn — (+ 1) 


m + 


-ey N 
* sinm (2 z s)cosn^"*!(9 / y s) + ds 
0, i«m 


""e-tn ds = mi, (=m. 


d- 


5|38 6 证 毕 . 
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引 理 7 НС, +з, fas £) = 1н, ee, Tas ЮН 


Wn 


取 常 数 2.2277 (77072, WE Hr, +, fas Ë 


1—0] gj | 

证 明 ， 记 UCw)/[UC1)I" 的 体积 为 co。。 即 
а 27" (Q2) 75 
“= | LU) = 人 一 一 一 —. 
UCnD/LU'2212 1121 0-1) 


) 是 西 群 上 
(2.21) 


(2. 22) 


前 面 我 们 实际 上 已 证 明了 (2. 21)， 余 下 只 需 证 明 (2. 22) 


式 即 可 . 事实 上 
lim | H(r, з, ry, DU 
Vn) 


2ш 2ж 
= im | zi H Criata nsi) 0.7, A ... Adr, 
10+ 0 0 


| E 
. a Д 
Un) ПИ Q2] 


2s 


LV 0 


-[cosr,--cosr,]*^' dr, Aee Adra 


. 2я 
= с lim oo | Н, (ғ, ELM fa г) П (tgr; - 1р7) 
0 Jj«h 


2% п 
c . 2w _ _ _ 
= 29 1im -| event > бча Bi" (тү, Dee 
a, —0 + 
nf 9 Jp заел 
p^" nu, Р) 
a 
° бі". тунер! n tg*"^! ra (COST, COS? •«• 


kiknasl 


* Coszr,)"  ! dr, /N +, A dr, 
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п ят 2w 


C "PP 
= ит 2j rra | 6e. Dr 
0 


了 jus jami 
kus kn=1 0 


„Вн rag ptg Tire tgr le [cosr; er Сола ]^ 7 
А dr МХ ДАЯ, 
co 1; - И 
o lim > - - G- 

Tg. = бы ут... | À : Gi, 1) 
п лье, fn = ! 


ku kn =] 0 


2s . 
sin*'7ir cos" t ndr e | Вет (ги, Ё) Sint Ty 
& 


COS? 7*9 r dr,. 
根据 引 理 6 得 
lim| H(r,, +, Tns ЭТА 
= 2, (булм jal 


ñ... Snel 
Eis Knel 


=“ (ВПР eel =L 
qg, 


引 理 7 证 毕 ， 
下 面 我 们 就 可 以 证 明 本 节 的 最 重要 的 定理 了 . 
定理 1 AE U (n) 的 热 核 为 
Н(и,0,1) = Н(ир", I, t) 


-1 ° l e-e 'Де1(В®-® (r (057), 22914), Ка, 
G, 


t, 


其 中 а, = 2^%"(2) n(s=1)/2 | ИП Н(и, 2, 四 适合 方程 


не, = АН(и,0,1), w,vCU(n)., 
£ 
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并 且 对 于 任何 U(x) 上 的 连续 函数 f， 有 
lim | Hv DFU = |00). (2.29) 
и (п) 


t—=0 + 


WEBB. ERL 只 余下 验证 (2. 23) 式 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 
只 对 = /7 验证 即 可 ， 由 


| Hu, Lf aU 
Un) 
= | H(u, 1,1) Ú 


р(пу 


+ | Ни, ой - АУЛ. 9.94) 
(т) ` 


由 于 (2. 22) 式 知道 
тфу dí H(u,1,2)U =f), 


余下 只 要 验证 (2. ОМ o + 时 趋 于 0 BUT. 
事实 上 ， 由 于 了 连续 ， 所 以 对 于 任意 e> 0 ,我 们 可 以 选 
Вн DER Do s n WATE n 在 测 地 长 方形 
г, (и) д.» ++, FOOD <0 
中 时 ， 有 
If Go = FO» е/?2". 


由 等 式 |. Hu, 1,009) — £0)3U 


-| [| соо -Колно, 1,90 


Phd 9"n€Ón 


+ [- H(u,1, D UE Q0) - РЛС, (2.25) 
至 少 有 一 个 *y> 5 了 


从 1 的 连续 性 及 热 核 性 质 ， 我 们 有 
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| [Hapo reo <e, 


" 
т.0000 1 rn(uy< бу 


(2,26) 
ЖЕЕ EUR [7]. [87 中 的 方法 可 得 ， 对 于 充分 小 的 
1:70, # 
| f- Ho, DT ш) - 10030 |<e/2". 
至 少 有 一 个 其 人 ?> 8] . 
因此 得 ， 当 + 充分 小 时 有 
|| Host, treo — 08 |<, 


Вр lim| | Hu, 1, КиО = f(D. 


mot | yen 
EH 工 证 毕 . 

定理 1 显 式 给 出 了 酉 群 的 热 核 ， 利 用 这 个 定理 及 热 核 的 
性 质 ， 我 们 立即 可 以 给 出 特殊 酝 群 的 热 核 . 

定理 ? ”特殊 西 群 SUC) 的 热 核 为 


Н и — Ну (C! ett) 
su (ny C 154531) = 16. aio * 
Ноа et, e `£) 


НЕАБ. BR U(x) 不 是 不 可 约 的 Lie Rf, 根据 分 解 
Ш‹(лу=7(1) x SU (m ERRERA 
Нос (e u, et 'u,, ту 
= Hja (e°, e*^ 2 Ну G7), 


Ни, и, Е $0 (а). 
ef^, eon, 


H, ( 1) 
Н, | = Misi Mgrie, 
Вр gu (ий ) Hga, C^ ei z) 


定理 2 证 毕 . 
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$4.3. Ян 


ERAEN, ЯН Laplace-Beltrami AF Л 
的 所 有 特征 管 及 所 有 特征 函数 构造 出 了 ZL) 的 热 核 ， 进 而 
我 们 又 用 741) 的 热 核 显 式 构造 出 酉 群 的 热 核 ， 反 过 来 ,作为 
西 群 的 热 核 的 显 式 表达 式 ,在 本 节 中 我 们 要 定 出 酉 群 U (wm) 的 
n. 7 


B= 
H(u, I, t) 
1 I -cni - len 
= — € бү п 
a Os 2... | 


hio (U) E) Вит (ш), т), QD 
把 o ор аси S, eimi 


mq 


* COS mr + Tg 
2 
代入 (3. DRE 
H(u,1,1) = H(r,QO, =, CON dat) 


_ -0. 1 len 
= Ce 7 RM 
S n > | 


+ >) ехр |- (mt + == +75 | 


Mis es mn =; 
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=(-1)"0-02 1 5< e^ (2"+ 22; У 1 
а. 


п = miy amat Os 
n 
lee л -1 -] 
* У уут 73 m,» 


= 
Jieejnczl 


‘eos (mrs + -五 一 


= 


Qmis'"»mn (74, y Fa) = > ; д, m^ eem, T 


Леннон fn=1 


cos (mr + him ) COS (n^ + 2971 1 ) 
2 


容易 验证 函数 mp。-，w(r,,…，r.) 适 合 方程 
п д? 
Фит. CÓ e ttt T.) = CnP nom. 


2 
m gr; 


= 一 《cn +m + ee + 5) mes sm (3, 3) 


Vm mais ep a) = —— 
Qa, Г) 


*Фт!1 mn (Та ty 78), 
piii фта oma (ога) А 的 以 Ca 十 mi + =. 4m 为 特 征 值 的 
事实 上 ， 由 引 理 3 得 
Abs. м бое 1 
ф 之 Jr? P mis mn Cn 


On 


Qi... s ma 


-1 


n 


= 


(ç, + m 十 。 + m; mit 


• 178. 


= — (c, +m +. bmp. (3.4) 
公式 (8.4) RH фато 为 丁 群 上 的 特征 函数 ， 对 应 的 特 
征 值 为 c, mic emi. H TERR RAA G. 2) 的 级 数 展 
开 式 ,根据 Sturm 一 Liouville 定理 可 知 , {Cr +m + +. + mà | 
ту, t, та 0,1,2: 构成 A 的 所 有 特征 值 ， 因 而 有 
定理 1 设 A 为 西 群 U(n) 上 的 Laplace-Beltrami 算 子 ， 
它 的 所 有 特征 值 为 


[mic +mi+ Cn mgs ms = O09 bD’ 2，… 


其 中 с, = 一 于? 1). 


$4.4 对 称 空 Е GLG,C)/U (n) 的 热 核 


本 节 的 思路 和 方法 与 上 一 节 基 本 上 完全 相同 ， 因 此 我 们 
只 需 简 要 地 把 主要 步骤 陈 述 清楚 ， 而 略 去 其 细节 ， 由 和 气 阵 的 
极 分 解 知 
GL (z, C) /U (n) =P (n) 
-(4€GL(c,C) | 4 为 正定 的 Hermit 矩阵 )， 
所 以 我 们 只 要 构造 OO BO CERE RJ. 
Р(п) 上 的 Riemann 度量 , 
ds? =\{т(Н\аН» HdA), HE Pan), (4.1) 
而 变换 Ta PO)—>P (m 
Н-»АНА", AGC GL(n,C) 
是 Riemann 流 形 了 (1) 的 ( 自 ) 等 距 ， 
ЕРАМ HEP, ШЕЕ ЖЕ u cU (н) CUMI 
使 得 
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H=U e A» 07, A=diag(À,, ©з, Аһ), 
其 中 А, e, А, WHERE, 2220 i= 1, n. 
与 上 节 完 全 相同 ， 存在 U (1)/[U (1)]* 的 局 部 坐标 0;, 
с» 05-1) АНХА, As, ө,, ， Ө,са-1)} EJ BX, PO») 的 局 
部 坐标 系 。 
їр Ôu = ийи = (би) сес» ИЕО(®. 
由 恒等式 
0 = 4 (x7) = п'4и + duTu, #CU(n). 
有 ди =ЧиТи= – "4и = ~ би, БИ óu,,— – бй). 
fp A, exp(r)),221, n, 另外 我 们 把 复 形式 的 1- 形 式 
би „Ж 
Oujyp = Qiu, 1,1,5 
其 中 фл, 9 为 实 的 1- 形式 . 
引 理 1 度量 (4.1) 在 局 部 坐标 {71，… asbis ати} 
下 有 表达 式 
45? = Sar +25 she e, - ry) (p, рь), 


4$«k 


(4.2) 
体积 元 素 为 
Н = fo odr A-- Adr, AdO A 4б, (4.3) 
其 中 (0) 仅 依赖 于 0- СА 9 Oncn-1))» 
IDs. (з=1 ог = 1) 


ED 


repe hri AT АЖ 


(3) 


1 n(n-1) аз òf 
+ — _ . (4.4) 
RO) 22 90, ( i J 


‚ ШЕВА: 由 于 Н =иАйТ 故 有 
dH-dusA-ü* + и. dA 87 ue A dut 
=и[би- A 4A + ДА+ дити" 
= u[Óu* A+ dA- Аби] ит. (4,8) 
将 (4.5) 式 代入 (4.1) 式 ， 我 们 有 
4$%=т(Н14Н,Н!4НТ7) 
=tr[u An u (ди: A HdA +A. дит) g^ | n A ut 
(Og At dA ДА+бди)у'щТ)] 
= ГАДА + ди A+ A T) A7! (d A+ Óu* A 
T465)7] 
—tr(A"!dA* A7!dA) -tr[(CÓ4* A- Леди) (63 A 
— A*óu)*]. 
由 r 一 ln 和 ys биз = 9 jk T Ир» 我 们 得 
ds? 一 Sur +2 Ssh: er,- и) (p, Ty. 
471 


1<# 2 
这 就 证 明了 (4.2)。 (4.3) 式 .4.4) 式 经 简单 计算 即 得 ， 
引 理 2 Xf os. 我 们 有 


А, ©. = Cr 办 am 一 Ln 一 1 On 


Brh A, = У А о.= [I $ (г, - гь). 
n 


д | PET. 

证 明 同 上 节 的 引 理 2， 

由 于 P(2) 的 热 核 仅 依赖 于 ri rn 及 时 间 参 数 t ,因此 
热 核 满足 方 程 
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g: c 1 =1 дт, ðr; 
HED _д(о„Л) _ KEA _ (oh). (4.6) 
dt = 05 


周知 P(1) =(0 ,+co)， 则 它 的 热 核 为 


в, (т, г) = 1 ere 
2. / T£ 


RME 
коео i (- 5)^ (r,i), k= 0,1,2"; 
дт 


ШЕ да POXSUIAZUTE,. PB 


s = (ур). 


— У) булт, Вт у 


Cie 
€ feme fm! 
° bi" (ras 1), 
c, 为 任何 常数 ， 则 它 满足 方程 (4. 6), XU 
e = ша | Ч e-*sdet[A ост, 2) 3e, a, Ё. 


£0] Pin) д) 
(4. 7) 
〈 这 个 极限 存在 ， 其 证 明 与 8$4.2 引 理 6 180, ЖЕТЖ) 
定理 1 对 称 空间 P(x) 的 热 核 为 
Hy, (Hi Ha D = h(r CH, Hr, (HH,) ,7). 
(4. 8) 
注意 ， 由 于 Н, 为 正定 Hermite 方 阵 ， 所 以 有 
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Н„=РРТ, PcGL(»,CO), 
由 于 P (m) BJ 232: 
H, CH, , Нь, = Hi (His PP. 
=H,. CP 1H, Р- U 1D, 
ВЕР r P HP?» S H, № H, 有关. (890 р B 
rH,, Н, r (Pi HUP), 
同样 对 称 空间 了 (mn) 不 是 不 可 约 的 . id 
Р (пу ={HEP(n) | detH =1$}, 
则 P! Cw) 不 可 约 ,并 且 有 了 (Cn) 硅 Pi(n) xP(1)， 因 而 有 


Нн! LH ро С H,, 2, H, 
P(n) — 
H pa, СО» Azt ) 


关于 本 节 的 详细 内 容 可 见 [ 9 1. 
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第 五 章 НАНБ" (0,1) 形式 
热 核 和 (0,1) -Green 形式 


$5.1 Я Ë 


Жж В" = {2 = (=, e, в") € Cn | ZZ”<1) Ж С" in B9 № 
位 复 超 球 ， 它 上 面 的 不 变 微 分 度量 为 


ds? = hazdz’ d3’, (1.1) 
这 里 及 以 后 使 用 和 号 的 省 略 ， 而 
2, gg дла - Д5) 
аадар 28 о | 
1-1 a- д 0 `7 


由 (1.2) 式 知 度 量 (1.1) 为 一 个 Kihler 度量 ， 并 且 它 与 B" 上 
的 Bergman 度量 相差 一 个 常数 因子 . 因此 它 在 В" 的 全 纯 自 
同 构 群 Aut(8") 作 用 下 不 变 ， 即 对 于 任何 TEAut(B")， 有 


h,;(T(Zy)dT° (Z) ат? (Z) = k s(Z)dz*dz, (1.3) 
对 应 于 度量 (1,.1) 的 Laplace-Beltrami 算 子 为 
92 
A=4p5 9 ， . 
ЕЕ. (1.4) 
其 中 
Ве (Z) = (1- |22) (дав z?z^), (1.5) 


Lh ЖЕ КЕЛЕ [ТЕН H sk Ж ШТ В" ВО. ЧЕ ЖЕ 
中， 我 们 利用 Bs 的 热 核 显 式 构 造 出 了 В" 00,106 AT, 
从 而 也 得 到 B" 的 (0，1)-Green 形式 ， 
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由 于 本 节 的 研究 对 象 均 为 Aut(B"*) 不 变 的 ， 因 此 有 必要 
JE Au (BOARNE. 

引 理 1 HTE САш(В"), FE acb 及 西 变换 
и, [HA ф=и• Pas 其 中 ф 有 下 列表 达 式 : 
a- P,(2)~ 5.0.00) _ a= P. (Z) - 50,02 

1- (Z, а) 1— Zat I 


zT 
siei-jap, Р,(2) -2 


ф.(2) = 


-а(а=0), P, = 9,0,=1-Р,. 


а} 
! 为 恒 同 变换 . 

FXE, HF еСАш(В"), MUFE a € В" 使 得 b (a) 
= 0、 根 据 文献 L47] 定 理 2.2.5 即 得 引 理 . 


- P, (2-5 Ч-Р.) (Z5 
7 EL a а а 
Фа) = — = — 


T д? 
= ms а- s Z 4 s, 28 d 


1 ° Za* 
——— | a ~ saZ + G, — 1) — 4 
| 5 (Gs. — 1) "d 


a | 


= ==! 2-4-1 jette 


1- 2а? a 
= 一 | (z— 9)5, + ата a+ s.a | 
-La 
= 1 — l7 SaZgfa— 1 ат 
T K а)5, , Zg'^a- - i aü d 


(1.6) 


其 中 Aa) = — E Debe ааа a 有 关 的 方 阵 ， 


并 且 对 于 o€ B*，A(e) 可 道 .实际 上 ， 
A~ (а) = -B= (rtr) (1.7> 


a lal? 


这 是 因为 
B^ (в) ее , 


|а|® 


` 


mashi, Ш л аа1=1-+<1„ XH 


i =T „і 
_ А08 a) _ Р УЫ =1-— s<1, 


B~! (a) = s[i- wem -s[!-Aàü's]" 
a 


= 5,1 + Аата + 5?ааа'а+ +) 
= 5,11 + Аата + hare) + --- + Аата) +] 
= 5,1 t aTa- AC + Ават+ 1 


en P «[- - acm. 


slal? 
引 理 2(Rudin, 1432) {ojoes 组 成 Aut(B") 的 一 个 子 
群 ， 并 且 章 性 作用 在 В" 上 .还 有 
(D gp, 为 对 合 的 ， 即 ф..ф.(2) =2 
(2) ф„(0) =a, ф„(а)=0. 
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(3) ф. (0) = —4Р„—з„О„,фрь„(а) = _ P, Qa 


a 


2 — 
a $ 


二 - (Z, W>) 
(4) 1- G,UD , р.) = Ча-И», 
° 2 (1- (Z,a)) C — (a, W>) ' 


2, ЄВ". 
特别 | 


_ 0-7 9» а- 22) 
1- Фа (Z) = ^ H-Zah* о 
(5) pau B^-B* 是 光 谓 同 胚 . 


下 面 我 们 把 线性 算 子 p; (0) 及 p¿ (a) 写成 矩阵 形式 . 设 
е\=(1,0,++,0), +, 6,7 (0,…0,1) 为 C" 的 标准 基 ， 对 于 
a€B" а= (а,,-.-,а,), 则 有 

а; = {в,е;) = 06817. 


根据 引 理 2 的 (3)， 则 有 
ф. (а) (e) = — Р(е) _ Q (e 


a Sa 
=-1 4 „а l.e +L. а; ea 
2 [al 2 5,. 5. |а| 2 
1 5. —1 1 ^ 
= >e s tied = — — а;2;•2 
因此 有 
1 一 1 
J a a =+ ата. 1.8 
‹ с? X ) јаја C ) 
则 法 可 得 


opa) (0 = — sal— E 


ата, 
2 


(1.95 


‚ 187 • 


显然 (Ucpa2 (9) 9 софа) (0) EZ E E RE. 
利用 前 面 的 引 理 ， 我 们 可 以 说 В" 893A &(Z,W ,„;),(2, 
W c By 5 Z Su W 间 的 测 地 距离 以 及 二 有 关 . 
事实 上 ,由 于 ACZQW DE Aut(B'Y К, 即 对 于 
T C Aut(B"), ж 
AIT (Z), TW >) = h(Z,W у), Z,W c Br 
ЗЕЯ] НИ, T = фи САш (В), ШЖ 
A(Z,W „гу = A(pwOD, pw W), = A(pg2,0,0. 
ХАН Осн) 5) Aut(B") 的 子 群 ， 所 以 得 
AG(Z,W ,1) = Вие фур (22,0, 0D u CU (n) 
特别 地 ， 我 们 取 CU (n), Ef 
и(рт(2)) = pw (Z) ,0---,0) = фи Хе, 
由 线性 代数 知识 ( 见 [87]) 知 道 这 样 的 酉 变换 w 存在 . 
由 引 理 2 的 (4) 得 
а- ИЛ®‹1- zi?) 


Zya i = —— ——— 1.10) 
фе Ge)! q ZT | 


另 一 方面 ，Z T W W Bg W| Eh rZ, И) С + BER 
{1.12 


reZ, W) = i jni ®Ї@С®, ЭЛТ, (1.11) 
i= [Q(2, Wit 


(7 


任何 


а-та Wr Z=W 
其 中 002,0) = y 


由 1.11) 式 我 们 得 到 


(Z-Wyu-WrTZy(Z-W» 


th?r (Z ,W) - ут 
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a- [212) (1 — Wi» 
一 -一 一 ~- 一 -一 ， (1.12) 
| lh -Wzr: 
AmA 12702,0) = фи(2)|2. 进而 我 们 得 到 
A(ZW ,2) = h(ipw(2)|e ,0,7). zAhbr(Z,W),0, 
BEI EA (Z, W „гуу 5 r(Z,W) ге, 


二 一 


$5.2 BB 的 (0,1) 形 式 热 核 


为 方便 计 ， 本 节 我 们 采用 的 Neumann 算 子 为 ~ 4(9*9 
+99*)， 我 们 仍 记 为 口 . 
Ж В" 的 (0，1) 形 式 热 核 为 | 
H(Z, W, t= Ha(Z, W, ndw*dz? + Но, (2, W, т) 
dw^dz! + H,,(Z, W, 1) араг? 
+ HQ ,W, du dz, Z, W C B". 
(2.1) 
HTE 上 的 (0，1) 外 微分 形式 pD = рф; (2) 42", Җ 
ф (Z) AxzH(Z, W, р 
= o (Z) Aw; Н, (Z, W, Ddw'dz’ 
+ф(2) A*zH;0, W, DD dm"d2’). (2.2) 
ELF bx НН H (Z, W, DID p, 而 含有 Hep 和 
Ну 的 项 对 (2.2) 式 没有 贡献 ， 所 以 无 妨 取 
Ha, W, 5 = Н,,(2, W, т) = 0. 
另外 ， 对 于 B" HO ОЕК HOZ, W, БВ 
求 对 于 任何 具有 紧 支 集 的 (0，1) 形 式 p 有 下 面 恒等式 成 立 


lim | p (Z) NH, W, 0-9 (W),Z,W EB". 


* 189 • 


因此 我 们 可 以 设 8" 的 (0，1) 形 式 热 核 为 
H(Z, W; 5 = H, (Z, W, ndw'dz, 


(2.3) 
Hp H(Z, W, ря В" 上 热 方程 
ди _ 
3; o (2.4) 


的 基本 解 ， 

由 于 度 景 (1.1) 在 Аш(В") 下 不 变 ，Neumann 算 子 口 也 
Аш (B) 下 不 变 ， 所 以 我 们 自然 要 求 H (Z, W, 1) ЖАШ 
(8") 下 不 变 ， 即 

H(T(Z), TW), »-H(Z, W, 2), T c Aut (В), 
特别 地 ， 有 

Н(ф,<2), Ф» V), z) zH(9,(02),0,0 zHGOW,r). | 
又 因为 

DpywH gy 2),0,7) = П.Н(2,И, 2), 
所 以 我 们 求解 热 方程 (2. 4 就 化 为 求解 
беэ. DeH(2,0,7). (2.5) 


又 由 于 В" 的 原点 OQ= (0，…，0) 在 Aut(Bn) 作用 的 迷 
ПУХ KER, WE HZ, 0, DERE (全 体 丁 变换， 
也 即 U 2。 见 第 四 章 ) 作 用 下 不 变 ， 即 

H(Z, 0, DD = Н(и(2), 0, D, “HATH, 

Hi Weyl H (136): H(Z, 0, DARRA dZ, g"dw* 
及 dw'dz" 所 组 成 的 双 一 次 形式 ， 其 系数 为 r= IZ = 277% 
на. ВН 

H(Z, 0, 0 = Ha(Z, 0, гаша", 


• 190 ° 


其 中 H, (Z, 0, 0-9(0, Dart r, DZ, o, Рт 
和 z 的 函数 ， 并 且 假 定 它们 关于 > 两 阶 可 微分 ， 关于? 一 阶 
可 微分 . 
引 理 1 对 于 双 一 次 微分 形式 
H(Z, 0, D = (gG, Dó fir, DZ z ydwdz’, 
有 LuGH(,0,0-4(ü-nDL[ra-n0o"- (s— 2r)@” + fJ 
eag + [7 — rf" + (1 — r) (n +2 — rE 
- п-2- 3r)Í 
- (0—г)ф/® z*z/2Yd:w"dz* 
(2.6) 


H tH = А ⁄ 一 дф _ 9: oq f = 3+, f" = af 
r= Z = 
~ | | РА p or 9 p” 2, 2 , ar? дг? ` 


证 明 ， 由 于 口 = ~ 4(9*д + 22%) № 82.8 命题 5 得 
ОН <, 0, 2) = LE ]zH,, - (Z, o, 2) дю аз“. 


而 DH | DS ;, acp (2.7) 
其 中 KF (р JZ (ба, - 2^2), 
r”, = — tar + 261. 
令 r= |2, 直接 计算 得 
= = (r, да," + Рода, oz? + f (т, "9 
(2.8) 
K PHa p’ (т, DÓs,*Óa, + p" (ry г) б.р 82" 


oz^gz* 
*tf*Ós,* балд +F о, t) ба" Z^z^ 
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+F дъ Z + +б„,2°+т° 
Lj'xgz'ztx. (2.9) 
par 9H,, 
Qz^Qz" 
= 0-7 Dno! 6p p^ r Op t бо, + P zoo 
nf! zz + f! az! + fj" r2 Z?zh] 
(1 Dp! er Sag T p rh Du, ftu tf er eae 


关 此 有 


f! rr Z?25 re Zt АЕ 


(2,10 
同时 由 于 
PLA <г, t) Ôa, Z? + fó,, z^ 
+f a2°2 (2.11) 
_, 0H. 
及 Dt 


= 1 {ф’ eda, 22° + feroz z! tf ez z^ ext ez“ 
1-* 


+P’ * Oo  Z^z^ + f Os, z" + f' z^ zum, 
因此 有 
b. Пр» M 


9H,; 

oz? 

= {9 «zz! + en gz +f’ erez ezt gp! sre ба, 
LfeES.RÉ +f ere zegt} — (o "rae | 
ferm Р .riz?zl to! H0 s, 
pfersz'zf + f’ rz" zb), (2.12) 


将 (2. 10) 式 减 去 (2. 12) 式 ， 整 理 后 即 得 引 理 1 . 51 
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如 果 
H(Z, 0, 0 
= (p, oOo, t C, г) 2°? dies dz 
为 热 方程 
Н‹7 - 
SE 0-9 „гн (2, 0, D 
的 解 ， 利 用 引 理 1 可 得 
工业 = ra p+ (1-r) m—2r)g@' + (1 -7)f 
=r(1-?)2@” + (1-7) (m + 1 — 2r) @” 
+ (1-7) {- 9”) І (2.13) 
м 12. Р-Р + (1л) (+2 nf — (n + 2— 3r)f 
+ (1-7) р” 
=r(1-—r)f' + (1 — r) (n+ 1 — 2r)f1” 
+(1-—r)(f- o). | (2.14) 


ЧОН = р”, 102.13) 62.14) RAE 
i op -r(1—-7)9"rüu-nr-1-209' 


4 дг 
及 (ж) = (а —r)2@zF + (1 —r) ®+1-27)ф” ]/. 
显然 上 面 两 个 方程 只 有 一 个 独立 方程 ， 即 
1 9Ф(т, t) 


, F =т(1—?р' + (1-7) (nt1—27)9f, 


(2.15) 
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将 人 .15) 式 变形 为 
1аФа, D. U7 >| r" 


4 83: ph "390 ye > 
дт 
2Lo(r, Dn. (2.16) 
现在 考虑 В" 中 欧 氏 距 离 与 双 曲 测 地 距离 之 间 的 关系 . 以 
后 我 们 用 :表示 从 原点 到 点 Z 的 双 曲 测 地 距离 ; (0,2), VUES 
1 + ZZ" 
1 - /Zzr ` 


er» (1 — r)° | 


£= s (0, Z= ln (2. 17) 


= 25" = |, vr = Ч 0 = (0, --.,0) 和 点 2 № 
的 欧 氏 距离 ， 则 (2.177 式 可 写 为 
slnl 
1-Vr 
BUE r-tanh's, 
X4 r=tanh2s (£A (2. 160 X, 
де а". арт 
t r? or| 1-7 70D" 


ere HH 


(—tanh?*)**! . д; 
tanh?"; д” 


д ЕЕ 0s 2 | 


; 2:1 (1— tanh?s)7-! . 2r у ЕТ 
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4 sheti 95 chs ds 


дф _ chs | дф 


1. chs à k= э | 


即 有 Qu chs д: 


dr sheis д; | = L. 
(2.18) 
引 理 2 对 应 于 Kihler ЕЕ (1.1) 0) Laplace-Beltrami 
算 子 A， 在 极限 球面 (horosphere) 坐标 系 下 可 写 为 


А = — 1 . | $62815. sed.) 


1 — 
该 引 理 的 证 明 可 参见 [7 ]. 
我 们 记 算 子 A 的 径 向 部 分 为 La Eu 


L, — _ a (m vem). 


= sh?^-! schs ` д; 5 


E В"хК+ РИН и 仅 与 时 间 变 量 z 及 В" 内 点 2 


到 原点 的 测 地 距离 (0, 2) =: 有关， 并且 满 足 热 方程 -24 
=Аи, Д6 
ис, D. (2. 19) 


我 们 知道 B" ЖИ A(Z, W, n x5: КЕЛИ a 
的 测 地 距离 有 关 ， 因 此 (Z, 0, DAN ТЕ (2.19). "T 
以 看 出 微分 方程 (2.19) 与 (2.18) 很 相似 ， 为 说 明 它们 之 间 的 
关系 ， 我 们 首先 定义 一 个 一 阶 偏 微 分 算 子 D: 
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Dg G, 9 = ==. • >g (s, D. (2.20) 


于 是 我 们 有 下 列 引 理 . 
引 理 3 对 于 可 微分 函数 gpg(s，， 有 
L. (Do) =DL p. 

证 明 : 把 L, 和 工 按 定义 代入 直接 计算 即 可 , 

上 面 引 理 表 明 ; AAA pg(,?) 为 热 方程 (2,19) 的 解 , 则 
Dpc, 四 就 是 热 方程 (2.18) 的 一 个 解 . 因此 就 有 这 样 的 定 
z, 

定理 1 对 于 定义 在 B87 xR+ 上 的 两 次 可 微分 函数 p, 并 
县 9 仅 依 赖 于 +=|2h RER, оф 适合 方程 


59 - 19» 


Ш (0, DÉR 
ch?*s д ар agn- 
Н‹2, 0,2) = (Dg)6.,t —(ODo»z 58 dw dz 8 
?shs ds 


— =DzH(Z, 0, гу 


的 解 . 
对 于 函数 AG, 1) = eu, (z, CB" К. 我 
们 定义 一 个 新 函数 
fe, n2 [^ daf” focr, Dar, (2.21) 
显然 它 满足 К! 上 的 热 方程 
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Oof(x, ту арх, n 
д: i дх? 
ITAR Р(х, т), ESC EL ERT 
(Тс, 2) = Аг, t) 


=, 1. eat 人 1 1 А 9 un 
VE -= Scho (sho 35). 


“Са, D] dg (2.22) 


chte=chtp+ nt 


其 中 c. 一 (22)! _ 1 ” 
i a prag | т) | 


ЕВРЕ ТЕ ГОНЕ НТ 多 s，7) 适 合 热 方程 


Op(s, 2) _ 
дї =L, pls, г), 


并 且 是 В" В АС, 0, ту, 

ХЕРЕС», т), М ТРЕЯ Е й(2.19). 因此 
DLTH) 满 足 方程 (2.18). 

TPO, 2), z)=[DTf(s, 2,02 则 有 下 面 定 


理 . 
定理 2 В” HO, DÉR 
H(Z, ое [ecc 2. 1205, 
——S 
为 热 方程 
UE. D НС, 0, 2) 


的 基本 解 ， 即 (0，1) 形 式 热 核 . 
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证 明 ， 定 理 只 余下 证 明 ， 对 于 В" 上 任何 具有 紧 支 集 的 
O, DER 802) =u Zz EW = 0 点 ) 均 有 
u(0)=8.(0)d"=lim f prul Z) A кН, 0,2) (2.23) 


为 方便 计 ， 不 失 一 - 般 地 取 nxn(Z)=w(Z)z!. 于 是 有 


lim | u (Z)dz! A ж Се + 2 g (s ,E)z*z? урал 
в" д: 


#—1+ 


-| lim | uL) GG. D | am 
в" 


tM 


ul lim 02) ec, netz dw. 
5 


0 B^ 


因此 只 要 证 明 下 列 两 式 就 行 了 ， 


eue [nec #)*1 = 4,00) *4€,, (2.24) 
limf «Oeo n] 2°81%1=0. 
$02 в" д; э (0,2) 
(2.25) 
事实 上 ， 
lim ф(5,2)%1 = lim chs 9 трус, t)*1 
t—0+ ] ря t+ |р" shs às у 


H r= |Z = гапһѕ, ўў z-tanhsew, и? = 1, WA 


limf ф(5,2)ж1 = lim | [7 chs 
20+} gn 10+ | овд” shs 


D (7) 
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L e sh22-1 .chsd's, 


* + = 
= Cp lim | g C, t£) 
0+]. 


$625 
注意 到 
Ка, = |" de |" fr， Dar, 
(я, = ем, 
£ 
由 于 


| 21 ee-s/sigdx = "n est gx 
A += 


A 
Ol Ui С, T 
-7=|.. e-vadye2V т, 
即 积分 后 增加 了 一 个 无 穷 小 量 2V z G9, МИ fon, 32 
六 (zz 关于 上 多 出 一 个 无 穷 小 量 4 ， 利 用 [7] 中 的 计算 可 得 
lim ту] = 
Jim | pcs Фу] = 46, 
其 中 常数 为 9B" 的 体积 . 
同 法 可 得 
lim OD [Secun erm en. 


i04 в» 9: 
ВУ # 的 连续 性 及 [7J 的 方法 ， 有 
lim | (D coc £91 = 0. 


i 0+ 


t=0 + 


根据 iim „(РФС t)*1 
i 0 + 


= lim | „Си, Со -«OeG, Dn 
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+ UO) lim NCC z)w1= U4 CO) 4n 


#—0+ 


所 以 得 


и(0) = lim | ЧО) A *FHCE,0,1), 
B 


定理 证 毕 ， 

利用 85.1 引 理 1, 引 理 2 以 及 本 节 定 理 2， 我 们 有 下 面 
定理 ， 

定理 3 复 超 球 Bs 的 (0，1) 形 式 热 核 为 

H(Z,W,:)= Нфу(2), pw WD) = Н(фҥ(2),0,?) 


= [е0 W», (3 m з? 
1- WZ” 


"1-77 


9ф($, 1) 
P РЕ t 
| д; NM 
qe z'"W(Z—-W») | 
1-Wz* 
wP (ZWZ ° 
fe- „в + ETL LM 1 dz’, 
WEBB. Š 5.1 5[EE 1 及 引 理 2 的 复 Jacobi 矩阵 Усфи R 
ARTER 2 ABAH. 
由 于 В" 的 热 核 及 其 导数 当 г + со 时 均 趋 于 0, HAE 
得 它们 在 (0， +оо) PERSEE, MAHZ, W, 亦 有 同 
FERE. 
定理 3 BH, D-Green 形式 为 
G(Z, ә = | ua, Ига, 
NE BA: 
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О, | HG, W, гуй 
0 
=| OHZ, W, туйт 


o 


[acu 7) d: 
Qt 


0 


-lim H(Z, W, z)— lim H(Z, W, t) 


£— + = {— 0+ 


= -lim НО, W, 1)=0 (ZW W). 


t— 0 


另外 ， 对 于 В" 上 的 任何 具有 紧 支 集 的 (0，1) 形 式 
ECZ) = в„(7)4в°, 


我 们 有 С» | eZ, Wy 

-0.| gs | HZ, W, Da: 

Bn 0 
=| DA [lw*z NECS d! 
([]w*z= *z[1w? 
-| OA |` * [}„Н‹2, Й, t) dt 
В 0 
=lim W: x;H(Z, W,t) = 60И). 


定理 3 证 毕 . 
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第 六 章 ZAR ARO, 1) 形 式 
热 核 及 其 9 方程 解 的 积分 表示 


$6.1 引 = 


£g С: 中 的 单位 圆 硒 А: = {Е С, |8]<1). ВЕН 
有 熟知 的 Poincare 度量 
ds, =_ 9298 _ (1.1) 
(1- |22} 
我 们 知道 度量 (1.1) 是 Kihler EFE, HEC А! 的 Móbi- 
nus Г. 度量 (1.1) 的 Gauss 曲率 为 
k= _ 1 д] пей 
ñ 9д2дв 
t =. 
其 中 (=) 2'0- 5: 
对 于 С" Ни М А", 它 上 面 赋 有 乘积 的 Poin- 
care 度量 


=-4, 


4321451 


452, = D 97 9 _ 1.2 
$ Уа E] ( ) 
相应 的 体积 元 素 为 
dV an= TT —L (Y -1. n A dza 
Uae (У ) 2 дахі A Лаг" Лаз 


设 A! 的 热 核 为 hz，w， >, z, wEA!, A! (0,1) № 
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RRRA H(z, w, г), z, wEA Hhh € HER tH. 
在 这 一 章 中 ， 我 们 利用 №, w, DHE, w, г) PRHE 
А” "> 0, ПАЗ HAZ, W, 0, HWRE 
А" RICO, 1)Green 形式 ， 

ЖАР С" rH 8958 Е Я, Хенкий. D. M, Grauert, 
Lieb 等 给 出 了 9 上 3 方程 解 的 积分 表示 ， 从 而 可 以 进行 8 
方程 解 的 各 种 经 典范 数 的 估计 .遗憾 的 是 他 们 的 方法 不 能 推 
广 到 一 般 氢 凸 域 的 情形 ， 在 本 章 中 ，、 我 们 利用 A 的 (0,1) 形 
式 热 核 给 出 了 A* 上 5 方程 解 的 积分 表示 . 需要 指出 的 是 : 
(DA 不 是 强 拟 凸 域 ，(2) 我 们 所 给 的 积分 表示 是 关于 乘积 
Poincare 度量 的 ， 关 而 在 双全 纯 变换 下 不 变 . 


$6.2 A'm (0,1) 形式 热 核 


及 (0, D-Green7P X, 
i (M, g), (N, hy 4y Bi] m Е n iE Riemann Я. Е 
们 的 积 流 形 记 为 Mx N. РЕН Mx N ERAGO, 4), 
РЕМ, qe N, Mx N ХЕ (p, 4) AES us RI ТОМ x N). 


ARI 
Tipo Mx NeT,MQT,NET,MxT,N (2. D 
今后 把 T psp 04 x N) £ T, M xT NRT, MPT N 等 局 . 
Mx N 上 的 积 度量 记 为 8XA. 
(gx1)((X,,Y), (X,, Ү,)) 
= (Хр, ХАОС’, Y. (2. 2) 


Rud p€ M 附近 的 局 部 标 架 场 X)... Xs 及 其 对 偶 标 架 
Эй о, , о", 再 取 点 q € N ИАА 383 Y, MAE Y, 
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及 其 对 偶 标 架 场 01, -, 0". ЖИВО, О) УХ, 等 同 , 把 
(0, ҮБҮ, =, 0х, Үә X +Y, 等 同 ， 

设 自然 投影 лы: M x М-М) (b, q) >p. 

| Ty; Мх №» №) (р, 9) >q, 
显然 ли, лу ЭЕ. 

我 们 仍 把 ли (ot) 17500755 Bl EZ Z3 o* 8107, ip M Е 
H g 决定 的 Levi-Civita 联络 为 V" , М 上 由 天 决定 的 Levi- 
Civita 联络 为 Vw Mx N Er P HE E ex h А BS Levi- 
Civita 联络 为 VEY, 

由 (2. 2) 式 知 Mx N BJ EE RUBER (关于 Xue Xm; Y, 
es Y 


сен-|° °] , (2.3) 
он 


Ж CG, HIPAA M Мул НЕ, Bi 
G= (Gg CX, Х,)), <, у<=п» 


Hz (ВСУ, Y) aues. 
根据 (X. YO (gx p ((X.,Y,), (X,,Y,)) 
= (gX AVi (Xs, Ya) s (Ха, Уз) > 
+(gX A) UX Y3), VE ro (Xas Ya) 
= (X,, YOD2(X,, X) + hCY,, Y,)] 
= X, g(X,, X) +Y,A(Y,, У, 
= g(VZ, XS, X) +g(X,, УХ» 
+ AV, У., Y) + ACY,, Ут, Үз) 


° 204 ° 


= (gx) CCVE Х, + У, У,), (OG, Y) 
+ (2х h) (CX,, Yo, (Ух, Аз + Vr. Ү.)), 
! 所 以 有 


Vis. CX, Yo 
= (Ух, X, Vr, Y) 
= Vx, X, + Vt, Y,, (2. 4) 
Х,, Х,, X, e TM, Y, Y,, Y, e TN. 


关于 换 位 运算 有 
Ке, Y», (X, Yi) ]- DX, +У,, X, + Ү,] 
-[X;, X,1+[Y,, Y,J+[Y,,X,]+[X,,Y,] 


-2[X,,X,] - EY,, У, 1. (2. 5) 
这 是 因为 [Xi, Y,J= [Y,, Х,]= 0. 
所 以 对 于 曲率 算 子 有 
RUX Yi), 0G, Y)) OG, Ya) | 
= R(X, ХОХ, + RO,YOY,. (2. 6) 


E (R(X Y 0, (,,Y 00 СХ,, Үз), (X, Y Do usen 
-(ROG,X0X,,X 0 ut (R(Y,, Y, Y, Y), 
X, si 4) y M ВИА, Y (15:54) N AAE. 
引 理 1 Я M 和 六 为 两 个 Riemann 流 形 ， 它 们 上 的 
Hodge-deRham TORA Ам 和 Aw， 则 有 
Auxw=Axt+An, 
El 对 于 任何 EAM) 和 gq E44sCN) GXH 381188 imr 
s<dimM+dimN) $F Mx N L BS r+ 05 ni A msg 有 
Aus y CE a Ana) 


* 205 • 


= Ли (А нў) Лльф+ лиф Алх (Aug). 
ШЕВ. НҒ 


йык = Xo ^ Vx; DLE 


_ 
及 . Ó = — BOO Vx - > (УЛУУ, 
аі 151 
= ди-+ дм, 
因此 有 
Ay. uo 49+ ód 
= (duy dy) (ôy + он) + (Óy + дю) (dy+ d, 
= Axyt+ Лу + (дм + дмк) + (Óydy + d yÓy). 
又 因为 


4мдм= - Уе A Ny; (5 хот) 
3=1 $21 
= - D0 ЛУ, (СУ хи 
41 


= -DANX VV zo 
i.) 


Ш oadxw= 一 хоу (Јоле 


4=1 


=-= Ухо ba Vx Vy + V x 9 лу 


4=1ў= 


= У ЖКХ СӨ, AV 


4+=1у=} 
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= — >; УӨЛКХОуЕ Р 


ТЕГЕ" 
Mes 
dyÓy t Sudn = 910: AICXOROCG,Y,)7 0, 
tsj . 
同 理 可 得 
dy ду + дуды = У) Do AKY pRO, Хо =D ， 
їі јә 
所 以 有 
A uem Arc Ay, 
81382 (Fubini Æ) М, N 为 两 个 可 定向 的 流 形 ， 
MxN 取 其 积 定 向 ， 则 对 于 任何 wpE A"(M),， $€ A"CON) 


(m=dim M, szdimN), HHR o 和光 均 具有 紧 支 集 ， 则 
有 
|... aA лиф = E ° К у 
ЕЯ. НРУ Hue Ни X. RH 
Support (ліф Л лер) С Supportg x Support y, 
利用 单位 分 解 ， 即 把 引 理化 作 Ке х В" 的 普通 Fubini Я 
理 


定理 1 Cr dr DER: А" 的 (0, 1) 形 式 热 核 为 


H.« К: = і ч Zi Wt, Е)... 7 wi 
а*(2,И’. Е) > > Jen Ai, wi, t) 
(zt, 20, t)HCzi, wi, t), 
其 中 “一 ?表示 去 掉 该 项 ,2Q = (z1!,... z"), И (00,066, ш"), 
h їп HAWAA 的 热 核 和 (0, 1) 热 核 形 式 . 
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证明， 由 于 А! 上 的 Poincare 度量 及 А" 上 的 乘积 Po- 


incare 度量 均 为 Kahler 度量 ， 所 以 有 A=2(9*9 +39). 如 
我 们 在 第 五 章 的 约定 ， 我 们 取 口 = -4 (д*д + 49*)， 因 而 这 


RAO= – 1А. 根据 引 理 1 有 
Clas = Оа. +. + ГПА. 


Lla.H,.(Z, W, 5 
i=l 
Alz", №, H(z, ш", ^| 


- 1510 (zi, wt, ) wi, 1) 
y=1 
(m ш", HHZ, и”, D 4e 


+ hal wl n-eh(z!,w' p. 


й(г", и", у[ Л.Н, w^, т) | 


= дн, (2, W, D . 
д: 


对 于 A" 上 任何 上 其 有 紧 文 集 的 (0，D XO 
= }502)42°, JH | 
lim 17507045 AA, Han CZ, W ,7) 


17709 


А» 
1 a 
= 1; n-1.7- 1 
= lim А » >G, ил цуз 
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„йаг, wi, Dem, ш", DdV s 


ms HOLANI Н (z!, w, t) 
0+) A1 


iod 


$04 


= lim [a A = (^e ил, t) het, w, t) 
n-i n 
Mens fossatum t 


= Dra, .. m") dD! = fW). 
4 
定理 1 证 毕 ， 
与 $ 5.2 定理 3 相同 ， 我 们 有 
定理 2 C 中 单位 多 圆 盘 人 A" 的 (0，1)-Green 形式 为 


Ga (Z, W) iu Н,. (Z, №, ndr. 
6 


$6.3 A 上 和 方程 的 解 


在 本 书 中 ， 我 们 利用 上 一 节 的 结果 给 出 并 证 明了 下 面 定 
理 ， 

定理 1 设 8(2Z) =85(2)d5" ЖА" Анана 
分 (0，1) 形 式 ， 并 适合 方程 3g =0， 则 


uW =9*| „в Ar „бы (Z, W) 


为 非 齐 次 3 方程 0w Go) = g Go) В. "EXE дА" E29, 


由 于 A (F Poincaré 度量 255, = dzdz 


авг 12292 )i Gauss 
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曲率 ( 亦 即 全 纯 截 曲率 ) 为 常数 -~ 4， 由 [6] 或 [80] 可 知 ， 关 于 
АОВ AC (ш, и), DER fei: 


2 
сы” | r ) < (r,D 


f (r) 
goegi e tte "140 r š (3.1) 
° (Fo ) , 
ЖЕН r= r(z, w) 为 z 到 wv 的 测 地 距离 ，cs= 040777, fn) 


= Гәм. 因此 有 ， 当 гы + co 时 ， 


hlr, D = Чет”, 
ЖАД ге Ej rec УН], жрт ЕДЕ, Дет 
—> 0 (r— + co). 
另外 考虑 A: #9 (0, D 形式 热 核 H. (2,0, D. BT Ha 
是 由 积分 变换 Tf ES трака (озату Brei «mi 
shr дг ar \shr ðr 


с r 
fe, t) =Í dx| Її (т, рат, 


R f= ете 为 R! 的 热 核 


£ 

因为 fer, D = О(о-2)Р(г) ү, (0, D (g— +o), P G) 
为 了 的 函数 ， 把 上 式 代 入 积分 变换 了 TF 中 ， 可 得 

(Tf) Gr, D=O DPA, G, D. 
因而 Ha oC w, D 的 系数 ， Greco M, НИНУ 

е-2,О (r^. 

2]: 1 Ж 4(W) = A; W) 4р", B V) = B;QW) aW Я 

"的 某 一 邻 域 上 的 可 微分 的 (0,1) 形 式 ， 则 在 A" 的 邻 域 内 存 
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ЛЕН ду A ОУ), h, EBEA (00<po<1) 内 


AA + дВ= Пт! (И) о, QV). 
3-1 


АЛ +В = AOV) bh*3 W) Ы? (W) [545 - 4s] 
o о 


x (28; 9B; Je. dio 


dw" дш? 
_ 1 I ах — аз i 9 | | > 
JA (W) = Псла haa = 09 Giwe Ë) 代入 上 式 即 
可 . 
引 理 2 202) =8g。(2)45" 在 A" 内 可 微分 且 有 紧 支 
集 ， 命 


о) | е (Z) A=, GZ, №, 


Ji] o WW» i 
(Qo, Jo) = (o, 0*0o) 
及 (9*д%, д*д0) = (да, дд*дә). 
事实 上 ,， 由 于 £D 具有 紧 支 集 , 所 以 存在 o, (0< p, D 
使 得 


W> = T 1 |. Digesta (Z 
e (W > DIE (112° Ё) :25 (Z) 


- б; Z, W) wo (Z) pe 
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= 1 _ а рур ‚7 
Hum Соје oN 08620000 


` G; (pZ, W) pio, (2) |da". 


由 С, и = | Ha, W, туй: 之 构造 知道 ， Gos HE 
有 因子 


eir, 01) ect Соя", w”) 
XAA ripoz, w) = L In 1 T9. CA, 
2 1 –1ф, (ро)! 
z, z €C A:. 
BD 
a + o, 0002) p 
1 – іф, (paz) Ë 


- Gto, Соо) D2( pozl)? 
(1-10) Q ра Э 


е? „(ро w) = 


w, Е Л 
即 得 ем 与 (1 =i w уй 0. EST BLUE 
od -Il a-p»», 
其 中 # 为 A” 的 某 一 邻 域内 可 微分 的 (0，1 ) 形 式 , 并 且 И 
А" Wb ио GJB Gay rhe E enn n д 009) 
e 40)， 所 以 利用 引 理 1 得 


lim o A *0@G = o, 


2-1 


即 有 u u 
(20, do) = Co, | д*до). 
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HETE (9*0e, д*до) = (до, 027100), | 
定理 1 的 证 明 利用 了 J.J. Kohn([77]) Я БЕРЕ SIE SH. 
28 g 适合 jg = 0, 1] д0*о = g. 
HT По=# X 
(0д*— zg, дд*о – g) 
= (дд*®—[1Ф, 090*co-[]o) 
= (д*#дф, д*до) = (Qo, Jð*Jo) 
= (до, 200) = (do, дг) = 0, 
故 必 有 ”99*w= 4. ТЕ. 


• 213 ° 


第 七 章 ” 复 投 影 空间 CP" 的 (0, 1) 
形式 热 核 


设 CP" ВРК AER AR ILZ, Z yea Zr]. ROP 的 一 个 局 
ЯВАА U = (Z° = 1), 因而 得 到 СР" 的 一 个 非 齐 次 的 局 部 
坐标 系 Z= (Z, e, Z, 在 该 局 部 坐标 系 中 , Fubini-Study 度 
量 可 写 为 

452 = (1 + ZZ?) IdZ + ZTZ)"dZT. (1) 
HF U 差 一 个 低 一 维 子 族 盖 过 CP*， 所 以 下 面 讨论 均 在 U 
上 进行 . 

我 们 用 СР" КАК LZ", Z's, Z1] Ж di Bj ES BF 
И-П БЕТЕН - . 
П(п-+1) x CP»—CP^ 

Gr, E22, 7,27] 9 [ (22,21, ,27) еи] 
该 作用 显然 为 齐 性 作用 ， 

考虑 点 [1。，0,…0]EZ， 它 的 非 齐 次 坐标 为 (0，…，0)， 
所 以 记 [1，0,…，0] = O€U, 我 们 看 一 看 点 0 的 迷 向 子 群 是 
什么 ， | 

设 [25]EU(n+1). 由 于 

(1, 0,7, 0 [22312 (1,0,',0), 
4-20, В=0, АД=1 М vo* 21, 3X X Bj A O HS E EJ T RE 
UG@m+1)o = UG) xU(n), 因 而 有 
СР" 2U(n&1)/U(n) x UG) 
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所 以 СР" 为 对 称 空间 . 
Beasa, 0,7,0,,65,,7 0,7,0, 1) EC 自然 ， 
йрт, C"'"——9CP", W| СР" rnit z GO КВ 
s—C (s) = л (COSS «e, + 9105.0), 
ВЕС", (Z, 2)=1, 2=(0, DECH, EH s 62 
ЖА U 中 ， 过 wle1) 的 测 地 线 可 写 为 
С G) = tgs= u, (и, и) =1. 
把 Z=tgse# КЛОД. ;=:(О, 2) ЖИ š O # Z 
间 的 测 地 距离 .我们 有 下 面 引 理 ， 
引 理 1 Fubini-Study EE OFAR LRK G, DTF 
可 与 为 
452," = ds? + 51025. dus (1— 9125. 7и) ан". (2) 


Laplace-Betrami 算 子 为 


А" = — 1 7.9 sin2n-ls COS s» 9 + + ë 
sin2n7l1ç cos ç Qs д 


#3. 的 项 . (3) 
Qs : 


证 明 ; 用 2Z=tg'x 代 入 (41) 式 有 
Чёрт = (1 + 602500857) ld (tgseu) 


• (1 + tgs-u7u) !d(tgseu)? 


= (1 RUE ds«u esed 
cos?s 


ñ АЕ МА (4) 
соѕ25 


由 于 Cr 
1-Ttg?s 


= (I-sin?segT 50), 
HAA 
dsêpn = БЕ" di«u- ч _ чаны) 
COS?s 
` m deat зей 
Б? 
= ds: + cos?s( tg?s- dud gu? 
—tg's sin*s йи." и. 487) 
= ds? + 51п20и[1 — 51023 g7w]d ат. 
(3) 式 由 (2) 式 立即 可 得 ， 引 理 证 毕 . 
现在 我 们 比较 СР" 上 的 Fubini-Study 度量 与 超 球 上 的 


度量 ; 


dse | mh В агат 
1- 121° a — iz»? 


__424й1 | ара 


1—7] a ~ Izp? 
= (1- 207) 1412.01 Z72) аўт. (5) 


&Z=tanhreu, nz7=1，7 为 0 到 2 的 双 曲 调 地 距离 ， 并 
把 Z=tanhrew ROA, F 
952. = (1— tanh?r eug") 14 (tanhr» u) (I — гап? дтн) i 
„4 tanhrea 
= (1— tanh?r) 7:4 (tanhr* u) (I — tanh2r., gf) 71 


• d (tanhr«g?) 
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车 做 一 = у -1 15, HrT 
_ eys не-де. /一 
гапһЬд/—15 “дуре VA T Al -1tgs, ` 


所 以 我 们 有 有 

452, = (1 + tg?sez57) d (tgs. м)  c-tg'seg7Tu) ^ 

‚4 (155.17), 
(7) 

其 中 s= -Y=-lr，r 为 O 和 2 间 的 双 曲 测 地 焉 离 : 这 样 形 
式 上 (7) 式 与 (4) 相 同 . | 

在 局 部 坐标 邻 域 U py, ik CPs 的 (0，1) 形 式 热 核 为 

H(Z, W, 5  Ha(Z, W, )4ш°45#, W, ZEU 


即 CIRIE = = Ци 的 基本 解 . 其 中 口 为 通常 9-LapPace 


. 算 子 的 -~4 倍 .自然 它 ATEMA 算 子 .我 们 要 求 HZ, W, z) 
在 Iso (CPA FRE, В 
HO D 0) o e HO Zp,T(1, W)D,D 
=H(Z,W ,1), T clso(CP»), 
由 于 СР" 为 齐 性 复 流 形 ， 所 以 存在 变换 pw E10o(CP");y 使 得 
фи (W) =О, Hp фи (1, WD) -[1, CO]=[1， 0, --- 0. 
ELT Н(фру (2) pr W),1) = H(pr (2) ,O, t) 
м Пре НОС) ,TO) ,0 = П.Н, О, р, 
因而 求解 方程 
9H(, W, D OHZ, W, n 
дї 
就 只 需求 解 方 各 
Р 217 е 


дН‹7‚ O, DH, O, p 

д: 

即 可 . 

НЕЗ ТЕН СР" +, 并 且 点 [1， 0, 7, 0789 3 >. 
群 为 0Q) xU 00. RALEN HZ, O, РЕЖЕ 
BERTA ПИ Н(2, O, гута АЈ ТЕЕ 

(095, #Є0 an} =U (п) 
下 亦 不 变 ， 
о, = Н(1,21,[1,07,2) 
=Н(1,21[.5%1,[1,01[3%1,) 
=Н(7.и,О,т), иЄ n). 
-因此 函数 H; (Z,O, ET HE U (m) M ТЖ 2E 18 H. Wey 
定理 可 设 
Не;(2,О,гу = g(r,D0., +ÍG , "=", 
这 里 "= 121° = tg2s, $ U rh ОЯ Z И ОКЕ 
ES. 
根据 45» = (3 ZZ?) ! aZü 4 Z*Z) 477 
= (1+7) "14214 Z*Z) 1477 


、 жето. — 1 _ 
I+ZT1Z) = | i- ——l zz i— Z"Z 
以 及 ( 2 J ( 1 +777 Z )- ( } 


1 + 
我 们 有 
458 р: = (1+7) "z (1- 


1 zz т" 
r 


FT 
2.42427 — 1l 4Z(2tZ) 427 
1+7 (1+7)2 
= 2.512°17, 
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бе, zz? 


ç a7 (Z) = — “ _ 
ш 897002 1 +r (ї+г)?` 


g^*(Z) = а + r)[ ó2# + 2722], 
其 中 Z= (Zi,... z") eu 
关于 联络 系数 有 


LU PE 
F x А = АУ да G 
£ ET 


Daa 
1+7 


= (1+7) (б^ + ziz”) — д Е 
3z! 
— ^2 
G +r)? 


а sÊ А = 
= -| fsz rtiz. |г а. (8) 


BEKRA 
RA, (2) = La 2. 9 Кек 
1+7 


=- pnm) +— 
1+r (1+ ғ)2 
e[ô 22° + O82°27]. (9) 
在 Z=0 处 有 — | 
К; 20205 +д} 
由 于 СР" Ў, М Е 88 CP? m 21 WE 
Kühler 流 形 ， 其 全 纯 截 曲率 为 + 工 . 


umo 87-05, р, ре =, r е0, 


р = 23, mA 
ðr? 


[1H(Z,0,1) = 4401 + 7) (1+0) рф” 


+ (n + 2r)g@” -1)04,* L r (Q +r 


+ + (+ 2+50Р + (n + 2 
+ 04709! jz"z'!)dw"'dz^. 
WEBB. $28 #5, RITS 
ПОРН, О.Р = (Hat (Z.O.t0dw*»dz*, 


其 中 
| T 3Ha — дн. 
[1H,;(02,0,1) 2 др" ———— — Pi 27. 
790,050 248 | ros — 5) дя 
HF Haz (2,0,0) = ф(т,ту дор tI, DZ zF, 
&°*= (1 +r)(óÓ,, tziz), 
] — 1 E д-ра 
- Га 一 一 à + 
K " TES 82®°+8}8 р 
我 们 有 
TA ЭНаз ` 
дг*д8^ 


= (1+7) [2ф/ apt ф"тбо, + [баз t f gz 
пра" + ff z?zP + fr rz°z57 
+ 9+7) [rp баз + prios, + fz^z" 
+f rz?zP + rfa z? + r*f'z"2^] 

= 1 +r)[ng” +t o"r-fto'r-o'r*10,, 
+ (1+r)[(n+ 2+3r)f' + f” Gr) + fl 
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+ 37); 


[上 
* 


(10) 


z"zP 
(11) 


义 因为 
дН,,; 


g^? ind 
D; z^ 


= [o r ag + [z^z? + f rz zf + o zz! + nfz"z? 
+ ў rz z? + o'r bapt fraz? f^ с? 
+ g” rz?z? —- frz"z? +f r!z"z? 
-(p/rtg'rós + [(2r +n+ Df + (2r + 9r2y F 
-9'ü-ctrJzsz, ^ (12У 
将 (11) 式 与 (12) 式 相 加 得 
10на,0, 2 


- (14 DDp/n pre 929r * pr), 
+ Себ Aryf +A Q +r) (g +2 + 5) + (n + + 3r) f 
*ütno!zz')dw'dz. 
引 理 .2 证 毕 . | 
GE H(Z,0,1) = [g (r, ó, Кг, Dz dw*dz^ У 
T 
gH(Z,O, n 


z[1:H(Z,0,1) 
а 


的 解 ， 则 有 
109p = и 
-一 r G + r)°@ +а+эа+зәф' +а+л)/ 


4 дг 
=r +r) p+ G +») (+2 +1)ф” 
*Orn»G-p^. 3) 
191 
4 02 
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РР + i +r)(n + 2+ 5r) Ë” + (n + 2 + 37) f 
+ (1 +r)@/” 
= [инр + (1+) m + 2r + 13737 
- (1+r)f+ (+27) р" i 
=[r (1 +r + 3 + r) anar] 
-(1+r)(f- g). (14) 
取 特 解 1= p, 则 方程 (13) 和 方程 (14) 化 为 


199 = r(1 + r)?°@” + (1 + r) #+27+ Do 


1 дф / 24 7 了 7 
及 i) [a rg + tr) +t or + 19 Y. 


实际 .上 只 剩 下 一 个 独立 方程 


1 аф) 
4 ағ 


=7(1+7)2ф” + (1+) (+2 +1)ф” 


a+r)”: д r" „дф 
= -一 一 一 -一 一 一 | —. + 一 ~ ， 
ri al (1 +) 2+1 rl r) д; " (15) 


由 于 r=12P= 1825， 其 中 为 点 DO 和 2 间 的 测 地 距离 ,把 ?= 
tg^s 代入 (15) 式 有 
1др _ 1 cos д k dp *[ 


coss ðs 


4 Qt 4 $10?" *15 ds 
Ер i 


др _ coss  Q[sin'"*'s др 
д:  sin?"*!s 95| coss ðs 


|" Lo. (16) 


证 СР" 的 Laplace-Beltrami + Acr” 的 径 向 部 分 为 ， 
е 222 ° 


L = — 1 . д sin?^-!s e coss. 9 
$1128 15.6055 Qs ðs 


则 我 们 有 下 面 引 理 
引 理 3. LDg (Gs, = РІ, ps, t), 其 中 微分 算 子 


E 


` p= 608,0 д _ ct ;..9. 
sins 3 — Ы 9;° 
证 明 : “э 
DL, (s, t) = ctgs © і 
s| Sin?" is «COSS 


9 sin?"^'scoss 。 дф 
às д; 


_ . 9 [2% _ др sins „дф 
cigs Ёз + Qn- 100165: ðs coss £| 


= d'p д°ф 
= ctgs "ds + сср (290—1) ctgs— tgs] s 


дф 1 
+ —— e ctos 1- 2n dl. - —- 
дѕ 8 [ 20) sin?s свя} 


Lr DEED 


sin?"";  Q;| coss д5 s 
$ $102" +1 2 
= — oss — 9 | ins otg se PP 
sin?”t!s ds coss 952 


_ sints 1 дф | 


coss  sin?s à: 


= ctgs * д°ф +ctgs[(2n— 1)ctgs ~ tgs] dp 
0s? às? 
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- сїр: И. 2p 
$1025 cos?s | д; 


= 也 Lp G, zy 
引 理 3 证 毕 | 
Ваз B С, D а = 99 Lp, Оф 


READE = Lu 的 解 ， 


КЕШ ЯН СР" 的 热 核 ， 
вс" (Z, W, р = 1 - | í д ) 


Orn) 8 дсозф 


shig (Ps t) — sinpdp ___, 
М“соз?@ — costo 
其 中 he (ф, ДЖ S КЖ, RS $42 引 理 4 知 
hya C0, z) = hg, (0, Ð 


1 мы 9 
= — > e. ай) = /(40). 
2 / nt 


Ез 一 到 


+= 


(" -lT km 
ento ef emm 


用 第 五 章 中 的 方法 ， 我 们 可 得 下 面 定理 . 
定理 1 复 投影 空间 CP" 的 (0，1) 形 式 热 核 为 


3 
Но. (Z, О, 0 = Рес, ast LE 


2sins 


* рр (s, D Z° z ачах", 
{ 
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чї 


Ub pU n = LL oen | ( оз) КФ. 
sinpdg 
v cos? — cos?g ` 
同样 我 们 还 有 下 面 定理 ， 
定理 2? СР" 的 (0,1)Green 形式 为 
GZ, o-["n. PG, O, ndi, 


利用 酉 群 齐 性 作用 在 СР” 上 这 条 性 质 , 容易 写 出 Hoes* (2,0, 
DARGO, WX. ym WR. 
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